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Introduccio´n
La teor´ıa de nu´meros es una rama de las matema´ticas que tiene una presencia constante
a lo largo del grado en matema´ticas a pesar de no contar con una asignatura propia. Uno
de los temas ma´s recurrentes en esa materia son los nu´meros primos, co´mo calcularlos y co´mo
diferenciarlos de los compuestos. Es aqu´ı donde entran en juego los pseudoprimos y en particular
los nu´meros de Carmichael. Se trata de unos nu´meros que, sin ser primos, tienen en ciertos
aspectos un comportamiento similar a los nu´meros primos. El objetivo de este trabajo es exponer
los resultados ma´s comunes sobre estos nu´meros e ilustrarlos con listas hechas en Maple.
Para comenzar, se recordara´n cuestiones ba´sicas sobre los nu´meros primos. Tambie´n se in-
troducira´n los tests de primalidad y la nocio´n de pseudoprimalidad.
En el segundo cap´ıtulo se presentara´n formalmente los nu´meros de Carmichael como pseu-
doprimos absolutos y sus propiedades ba´sicas. Antes de sumergirse totalmente en el tema, se
dedicara´ un cap´ıtulo a la funcio´n λ de Carmichael que, adema´s de facilitar la notacio´n en las
demostraciones posteriores y estar relacionada con la conocida ϕ de Euler, permite demostrar
nuevas propiedades que ayudara´n a limitar la bu´squeda de nu´meros de Carmichael.
En el resto del trabajo se trata, en general, de dar me´todos para calcular nu´meros de Car-
michael. Por esta razo´n, el cuarto cap´ıtulo esta´ dedicado a los nu´meros de Carmichael en su
factorizacio´n ma´s sencilla, con 3 factores primos.
El cap´ıtulo 5 es el ma´s extenso pues en e´l se pretende generalizar algunos de los me´todos usados
en el anterior y dar algunos nuevos. La idea es partir de 3 factores primos e ir an˜adiendo ma´s. Se
introducen las formas universales, un producto de formas lineales que cumple las propiedades
de los nu´meros de Carmichael y por tanto sirven como fo´rmula para construirlos.
Los 3 cap´ıtulos siguientes vienen motivados por su similitud con los nu´meros primos. Se abor-
dara´n las cuestiones siguientes:
Si se pueden an˜adir factores primos a un nu´mero de Carmichael sin alterar sus propieda-
des, ¿se podra´ an˜adir un nu´mero de Carmichael que tambie´n las mantenga?
Es conocido el estudio de nu´meros primos en sucesiones aritme´ticas, ¿que´ se puede decir
de los nu´meros de Carmichael en ellas?
La principal aplicacio´n pra´ctica de los nu´meros primos es en criptograf´ıa, ¿tienen alguna
aplicacio´n los nu´meros de Carmichael en esta a´rea?
En el penu´ltimo cap´ıtulo se describira´n modificaciones de algunas propiedades de los nu´meros
de Carmichael para conseguir, o bien nu´meros nuevos, o bien nu´meros de Carmichael especiales.
Para finalizar, se an˜adieron anexos de algunas listas que pueden ser de intere´s y un resumen de




Empezamos hablando de nu´meros primos y algunas de sus propiedades, pues de su estudio
se deriva el de pseudoprimos y en particular el de los nu´meros de Carmichael.
Los nu´meros primos han llamado la atencio´n a lo largo de la historia, sobre todo hoy en d´ıa
gracias a sus aplicaciones en criptograf´ıa. Naturalmente, con su descubrimiento se inicia una
bu´squeda de propiedades con el fin de caracterizarlos ma´s alla´ de la propia definicio´n.
As´ı, se demostro´ que existen infinitos nu´meros primos, y con la criba de Erasto´tenes se en-
contro´ un sistema relativamente pra´ctico para encontrarlos, al menos para la e´poca. El pequen˜o
teorema de Fermat es quiza´ uno de los primeros grandes enunciados en esta materia.
Antes de enunciarlo, recordemos algunas definiciones.
Definicio´n 1. Orden
Se define el orden de b mod n, y se denota ord(b) mod n, como el menor exponente
k ∈ N tal que bk ≡ 1 mod n.
Sea G un grupo y b un elemento suyo. Se define el orden de b, y se denota ord(b), como
el menor exponente k ∈ N tal que bk = 1.
El orden de un grupo es su cardinal |G|.
Nota: Sea ord(b) = k. Si existe h 6= k ∈ N tal que bh ≡ 1 mod n entonces k divide a h.
Definicio´n 2. Dado un entero p primo, se dice que un entero positivo b < p es una ra´ız
primitiva mo´dulo p si su orden mo´dulo p es p− 1.
Definicio´n 3 (Funcio´n ϕ de Euler). Se define de la siguiente manera:
ϕ : N −−→ N
n −−→ cardinal{k ∈ N : m.c.d.(k, n) = 1, 1 ≤ k ≤ n}
Se deduce fa´cilmente de la propia definicio´n que n es primo si y solo si ϕ(n) = n−1. Adema´s,
ϕ(pk) = pk−1(p− 1), siendo p primo y k un entero positivo.
Teorema 1 (Euler). Sea a, n ∈ Z. Si m.c.d.(a, n) = 1 entonces aϕ(n) ≡ 1 mod n.
Proposicio´n 2. Sea G un grupo finito y g ∈ G. Entonces:
el ord(g) divide a |G| y se da la igualdad si < g >= G.
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si < g >= G, entonces G tiene exactamente ϕ(d) elementos de orden d para cada divisor
d del orden de g.
Definicio´n 4. Sea p un nu´mero primo y a un entero no divisible por p. Se dice que a es un
residuo cuadra´tico mo´dulo p si existe otro entero b tal que
a ≡ b2 mod p
Definicio´n 5 (S´ımbolos de Legendre y Jacobi). Sea a un entero positivo y p un nu´mero primo.







+1 si a es residuo cuadra´tico mo´dulo p
−1 si a no es residuo cuadra´tico mo´dulo p




ep un entero impar tal que m.c.d.(a, b) = 1. Entonces el s´ımbolo de Jacobi

























si a < 0
Es u´til saber que la computacio´n de requerida para calcular estos dos s´ımbolos es aproxi-
madamente la misma que para calcular el ma´ximo comu´n divisor.
1.1. Tests de primalidad
Para empezar esta seccio´n, se dan algunos criterios teo´ricos.
Proposicio´n 3. p ∈ Z es primo si y solo si Z/(p) es un cuerpo.
Aunque el siguiente teorema sea una equivalencia, resulta poco pra´ctico a la hora de aplicarlo
pues es computacionalmente muy caro.
Teorema 4 (Wilson). Sea p ∈ N, p ≥ 2. Entonces p es primo si y solo si (p− 1)! ≡ −1 mod p.
Teorema 5 (Dirichlet,1837). Sea d ≥ 2 y a 6= 0 tales que m.c.d.(d, a) = 1. Se considera la
sucesio´n {uk}k≥0 definida por uk = a + kd. Entonces existen infinitos k para los cuales uk es
un nu´mero primo.
Lema 6. Si an + 1 es un nu´mero primo, entonces n es una potencia de 2.
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Demostracio´n. Sea n = gd, siendo g un entero mayor o igual que 1 y d impar. Puesto que d es
impar, −1 es ra´ız de xd + 1. Se considera entonces el polinomio xn + 1 que se puede factorizar
como sigue:
((xg)d + 1) = (xg + 1)(xg(d−1) − xg(d−2) + xg(d−3) − ...− xg + 1)
Ninguno de los dos factores puede ser unidad y por tanto an + 1 es compuesto.
Lema 7. Si an − 1 es un nu´mero primo, entonces a es 2 y n es primo.
Demostracio´n. Se considera el polinomio
xpq − 1 = (xp − 1)(xp(q−1) + xp(q−2) + ...+ xp + 1)
Si n es compuesto, por ejemplo n = pq con 1 < p, q < n, entonces apq−1 es divisible por ap−1,
es decir, apq − 1 es compuesto.
Sean n y an − 1 nu´meros primos. Se considera
xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + ...+ x+ 1)
Se tiene que a− 1 es un divisor de an − 1 y, por consiguiente, a− 1 = 1
El rec´ıproco no es cierto. Basta tomar, por ejemplo, n = 11 y ver que 211 − 1 = 23 · 89.
Definicio´n 6. Se dice que un nu´mero es de Mersenne si es de la forma 2n−1 y de Fermat si es
de la forma 22
n
+1. De la misma manera se dice que un primo es de Mersenne (respectivamente
de Fermat) si es un nu´mero de Mersenne (respectivamente de Fermat) que es primo.
Fermat pensaba que todos los nu´meros de Fermat eran primos, pero Euler rebatio´ esta idea
al calcular un divisor de 22
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+ 1. Desde entonces la conjetura de los primos de Fermat afirma
que n solo puede ser 1, 2, 4, 8 o 16.
El estudio de la distancia entre k nu´meros primos en cualquier conjunto de enteros conse-
cutivos ha dado lugar a varias conjeturas y aqu´ı veremos una en particular. Para enunciarla
correctamente hay que dar primero unas condiciones sobre estos conjuntos de manera que no
haya ningu´n problema para encontrar los k nu´meros primos buscados. Por ejemplo, en un con-
junto de la forma {2n, 2n+ 1, 2n+ 2}, la u´nica forma de encontrar dos nu´meros primos es que
n sea 1, si no, se encuentra ma´ximo un nu´mero primo, que ser´ıa el u´nico impar del conjunto.
Definicio´n 7 (Admisible). Sea D = {a1z + b1, ..., akz + bk}, con ai, bi ∈ Z. Se dice que D es
admisible si para todo primo p existe un z ∈ N tal que p no divide a (a1z + b1) · (a2z + b2) · ... ·
(akz + bk).
La conjetura de Dickson afirma que dado un conjunto D = {a1z+b1, ..., akz+bk} admisible,
si k ≥ 2, entonces existen infinitos z ∈ N de manera que todos los elementos de D sean primos
simulta´neamente. Un caso particular de esta conjetura es la de los primos gemelos, en la que
D es el conjunto {p, p+ 2}.
Teorema 8 (Pequen˜o teorema de Fermat). Si p es primo, entonces para todo a ∈ Z se tiene
ap ≡ a mod p. En particular, si p - a entonces ap−1 ≡ 1 mod p.
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Hoy en d´ıa es bien sabido que la rec´ıproca de este teorema no es cierta, pero durante mucho
tiempo no fue as´ı. En cualquiera de los dos casos, si se escribe p = 2sd+1 donde d es un nu´mero
impar, entonces para que ap−1 ≡ 1 mod p, basta con que ad ≡ 1 mod p o que a2s ≡ 1 mod p, y
de hecho, esta u´ltima condicio´n se da si a2
i ≡ ±1 mod p para algu´n 0 < i < s.
Estas condiciones son ma´s fuertes y han servido para construir tests de primalidad que buscan
dar una pseudorec´ıproca del pequen˜o teorema de Fermat.
Teorema 9 (Test de Lucas(1891)). Sea n ∈ N, n > 1. Si existe b ∈ Z tal que
bn−1 ≡ 1 mod n
bm 6≡ 1 mod n para cada m < n que sea divisor de n− 1
Entonces n es primo.
Demostracio´n. De la primera condicio´n se deduce que el orden de b en Z/(n) divide a n− 1 y
por la segunda condicio´n, ningu´n otro m < n que divide a n − 1 puede ser igual a ord(b). Se
concluye entonces que el orden de b mo´dulo n es n− 1.
El orden de b divide al del grupo multiplicativo (Z/(n))∗ (unidades de Z/(n)) y por tanto(Z/(n))∗ =
(Z/(n)) \ {0}. Esto implica que Z/(n) es un cuerpo y por lo tanto n es primo.
Este test fue perfeccionado posteriormente por Brillhart, Lehmer y Selfridge en 1967.
Teorema 10. Sea n ∈ N, n > 1, y se supone que para cada factor primo q de n− 1 existe un
entero bq > 1 tal que:
bn−1q ≡ 1 mod n
b
(n−1)/q
q 6≡ 1 mod n
Entonces n es primo.
Demostracio´n. Como ϕ(n) ≤ n − 1, si probamos que n − 1|ϕ(n) entonces ϕ(n) = n − 1 y
estara´ probada la primalidad de n.
Supongamos que n − 1 - ϕ(n), entonces existe un primo q y un exponente r tal que qr|n − 1
y qr - ϕ(n). Por hipo´tesis, existe un bq tal que ord(bq)|n − 1 (1a condicio´n) y tal que ord(bq) -
(n− 1)/q (2a condicio´n).
Por tanto, qr|ord(bq).
Como bϕ(n) ≡ 1 mod n (teorema de Euler), se tiene ord(b)|ϕ(n), luego qr|ϕ(n),lo que con-
tradice lo anterior.
Teorema 11 (Test de Pocklington).
Sea n ∈ N, n > 1 tal que n− 1 = F ·R con F,R ∈ N y F ≥ √n.
Se supone adema´s que la factorizacio´n de F es conocida y que existe b ∈ Z tal que
bn−1 ≡ 1 mod n
m.c.d(b(n−1)/q − 1, n) = 1 para cada primo q que divide a F.
Entonces n es primo.
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Demostracio´n. Sea p un factor primo de n, veamos que p es de la forma kF + 1.
Como p divide a n y n divide a bn−1 − 1 (por la primera condicio´n), entonces bn−1 ≡ 1 mod p
o, lo que es lo mismo, (bR)F ≡ 1 mod p. Se deduce que el orden de bR mod p divide a F .
Por otro lado, como m.c.d(b(n−1)/q − 1, n) = 1 para cada primo q que divide a F y p es un
divisor primo de n, se tiene que b(n−1)/q = (bR)F/q 6≡ 1 mod p. Luego el orden de bR mod p no
es un divisor propio de F y en consecuencia ord(bR) mod p = F .
Finalmente, por el pequen˜o teorema de Fermat, (bR)p−1 ≡ 1 mod p, por lo tanto ord(bR) = F
divide a p− 1. Reescribiendo, queda p = kF + 1 para algu´n k ∈ Z.
Para concluir, basta con ver que F ≥ √n implica p > √n y por lo tanto n es primo.
Teorema 12 (Test de Proth). Sea n = 2kh+ 1 con 2k > h.
Si existe b ∈ Z tal que b(n−1)/2 ≡ −1 mod n, entonces n es primo.
Demostracio´n. Escribiendo F = 2k y R = h, queda comprobar que se cumplen las hipo´tesis
del test de Pocklington.
Primero, esta´ claro que bn−1 ≡ 1 mod n.
Segundo, el u´nico primo que divide a F es 2, entonces se tiene m.c.d.(b(n−1)/2 − 1, n) =
m.c.d.((b(n−1)/2 + 1)− 2, n) = m.c.d.(kn− 2, n) = m.c.d.(−2, n) y por ser n impar, este m.c.d.
es 1.
Finalmente, 2k > h⇒ 22k > 2kh⇒ F 2 > n−1⇒ F 2 ≥ n. Por el teorema anterior, n es primo.
Teorema 13 (Test de Miller). Sea n ∈ Z impar. Sea s ≥ 0 y d un entero impar tal que
n = 2sd+ 1 . Si existe algu´n a ∈ Z que cumpla :
1 < a < 2 · log(n)2
m.c.d(a, n) = 1
ad 6≡ 1 mod n
a2
rd 6≡ −1 mod n, 0 ≤ r < s
entonces n es compuesto. Si no, n es primo.
El siguiente test esta´ basado en el de Miller.
Teorema 14 (Test de Rabin-Miller). Sea n ∈ Z. Se escribe n − 1 = 2sd, siendo d un entero
impar y s ≥ 0.
Se escogen aleatoriamente k ≥ 1 nu´meros a tales que 1 < a < n y m.c.d(a, n) = 1.
Se verifica sucesivamente si para cada base a escogida se cumple una de las dos condiciones
siguientes: (i) ad ≡ 1 mod n (ii) a2rd ≡ −1 mod n para algu´n 0 ≤ r < s.
Si se encuentra un a para el cual no se cumple ni (i) ni (ii), entonces n es compuesto. Si
no, la probabilidad de que N sea primo es al menos 1− 1/4k.
Estos son solo algunos ejemplos para ilustrar los tests de primalidad. Adema´s de la impor-
tancia de algunos, por ejemplo el de Rabin-Miller que proporciona un me´todo eficiente para
encontrar nu´meros primos, lo interesante es que la mayor´ıa tiene una primera hipo´tesis muy
similar al pequen˜o teorema de Fermat.
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Hay otros tipos, por ejemplo los basados en las sucesiones de Lucas que tambie´n han sido
objeto de estudio y aunque aqu´ı no es interesante desarrollar este tema, se introducira´n dichas
sucesiones que servira´n para explicar el test de Baillie-PSW. Se pueden definir recurrentemente
dando los primeros te´rminos o solucionando la correspondiente ecuacio´n en diferencias, son
equivalentes las dos cosas.
Definicio´n 8 (Sucesiones de Lucas). Sean P y Q dos enteros no nulos. Dados los te´rminos
iniciales U0 = 0 y U1 = 1, se define la recurrencia:
Un = PUn−1 −QUn−2
De la misma manera, dados V0 = 2 y V1 = P , se define:
Vn = PVn−1 −QVn−2
Ahora, se considera el polinomio mo´nico caracter´ıstico de las sucesiones: X2 − PX +Q, su





































para el caso de {Un} y A = B = 1 para {Vn}.
Ejemplos {Vn} con para´metros P = 1 y Q = −1 y {Un} es la sucesio´n de Fibonacci:
2, 1, 3, 4, 7, 11, ...
{Un} con para´metros P = 3 y Q = 2 es la sucesio´n de nu´meros de Mersenne:
0, 1, 3, 7, 15, 31, ...
Nota: En muchos casos, en vez de decir cua´nto valen exactamente P y Q, se da solo el valor
de ∆.
Teorema 15. Se considera la sucesiso´n de Lucas definida antes {Un}n≥0 y sea p un nu´mero
primo tal que m.c.d.(p, 2Q∆) = 1. Se tiene:
Up−(∆
p
) ≡ 0 mod p
Cabe aclarar que hoy en d´ıa los mayores avances en tests de primalidad han sido con curvas
el´ıpticas y enteros algebraicos que aqu´ı no mencionaremos.
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1.2. Pseudoprimos, Pseudoprimos fuertes y pseudopri-
mos de Lucas
Despue´s de definirlos, se dara´n unas propiedades que, o bien se utilizara´n ma´s adelante, o
bien tendra´n su ana´logo para los nu´meros de Carmichael.
El primer tipo de nu´meros son los que cumplen la hipo´tesis comu´n a todos los tests de
la seccio´n anterior, es decir, los que cumplen la conclusio´n del teorema de Fermat para un b
particular que llamaremos base.
Definicio´n 9 (Pseudoprimo en base a). Es un nu´mero compuesto n ∈ Z tal que an−1 ≡ 1 mod
n.
Histo´ricamente, los pseudoprimos en base 2 (tambie´n llamados pseudoprimos o nu´meros
de Poulet) son los ma´s importantes, pues durante mucho tiempo se dijo que en la antigua
China se consideraba la definicio´n de este tipo de nu´meros como un criterio de primalidad,
y de hecho termino´ siendo una importante conjetura conocida como Problema Chino que, al
parecer, algunos matema´ticos dieron por sentada [31], por ejemplo Leibniz(1680). Incluso en el
art´ıculo [13], de los an˜os 90, Granville afirma que fueron los antiguos chinos quienes hicieron
dicha afirmacio´n.
Creer que la definicio´n 9 fuera un criterio de primalidad no es de extran˜ar, teniendo en
cuenta la falta de tecnolog´ıa en la e´poca y que relativamente a la cantidad de nu´meros primos,
hay muy pocos pseudroprimos de este tipo. Por ejemplo, hay 450 millones de primos menores
que 1010, pero solo hay alrededor de 15 mil pseudoprimos en base 2 en el mismo rango [13].
Por esta razo´n, hubo un tiempo en el que se creyo´ que hab´ıa una cantidad limitada, pero Malo
demostro´ en 1903 que exist´ıa una contruccio´n recurrente.
El teorema de Malo se puede ver como una pseudo-rec´ıproca del lema 7.
Teorema 16. Si n ∈ N es un pseudoprimo en base 2, entonces m = 2n − 1 tambie´n lo es.
Demostracio´n.
1. m no es primo. Para esto, basta con encontrar 2 divisores propios distintos. Se escribe
n = ab, con a, b 6∈ {1, n}. Como 2a ≡ 1 mod (2a − 1), se tiene 2ab ≡ 1b mod (2a − 1), es decir,
2a − 1 divide a 2ab − 1. Ana´logamente, 2b − 1 divide a 2ab − 1.
2. [2m−1 ≡ 1 mod m] Se sabe que 2n−1 ≡ 1 mod n ⇒ 2n ≡ 2 mod n. Como 2n − 2 = m− 1,
entonces n divide a m − 1. Por un razonamiento ana´logo al de 1, se tiene que 2n − 1 divide a
2m−1 − 1 y esto es lo que se quer´ıa demostrar.
Para que la recurrencia de Malo tenga sentido, debe existir al menos un pseudoprimo y el
primero en encontrarlo fue Sarrus en 1819 [33]
n = 341 = 11 · 31 y 2340 ≡ 1 mod 341
Su demostracio´n fue la siguiente:
De 25 − 1 = 31 y 25 + 1 = 33 se deduce 210 − 1 = 33 · 31 = 341 · 3. Por tanto,
2170 = (341 · 3 + 1)17 ⇒ 2170 = 341 · k + 1 con k natural
Es decir 2170 ≡ 1 mod n ⇒ 2170·2 ≡ 1 mod n.
Antes se menciono´ un ejemplo de la cantidad de pseudoprimos en base 2 que se pueden
encontrar. Como parecen pocos, hubo un breve lapso de tiempo en el que se considero´ la
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Figura 1.1: Ejemplo para ilustrar el crecimiento de P(x) > elog(x)α
posibilidad de listarlos hasta cierto valor x, segu´n la necesidad, de manera que se pudiera
afirmar, sin ninguna duda, la primalidad de un nu´mero n que dividiera a 2n− 2 y no estuviera
en la lista.
Proposicio´n 17 ([27]). Sea P(x) la cantidad de pseudoprimos en base 2 menores que un x ∈ R
dado y α una constante positiva menor que la unidad. Entonces
P(x) > elog(x)α
Esta´ claro que la idea no iba a funcionar, pues para un x muy grande la lista ya ser´ıa
inmanejable.
Se ha desarrollado el caso particular para base 2, sin embargo se puede demostrar en general
que hay infinitos pseudoprimos en base a. Hay muchas pruebas de este hecho, por ejemplo:
Teorema 18 (Cipolla, 1904). Sea a ≥ 2 un entero y p un primo impar que no sea un divisor






es un pseudoprimo en base a.
Demostracio´n. Evidentemente, n es compuesto. Basta con probar que an−1 ≡ 1 mod n para
ver que es pseudoprimo en base a. Se tiene:




y por el pequen˜o teorema de Fermat,
a2p ≡ a2 mo´d p
por tanto p divide a a2p − a2 = (n− 1)(a2 − 1) y puesto que por hipo´tesis p no divide a a2 − 1,
se concluye que p divide a n− 1.
Por otro lado, escribiendo n = (a2p− 1)/(a2− 1), se identifica n con las sumas parciales de una
serie geome´trica de razo´n a2, por lo tanto se puede escribir n = 1 + a2 + ... + a2(p−1). Como p
es impar, n − 1 se puede expresar como la suma de una cantidad par de te´rminos de misma
paridad lo que implica que n− 1 es par.
En consecuencia, 2p divide a n− 1 y se puede escribir n− 1 = 2pH. Teniendo en cuenta que
a2p ≡ 1 mod (a2p− 1), se deduce que a2p− 1 divide a a2pH − 1 = an−1− 1 o lo que es lo mismo,
n(a2 − 1) divide a an−1 − 1.
Este teorema demuestra que hay infinitos pseudoprimos en cualquier base pues al haber
infinitos primos, existen infinitos productos para cada a.
Teorema 19 (Crocker [9]). Sea a un entero par que no se pueda escribir como 22
r
, r ∈ N\{0}.
Entonces para todo n ≥ 1, aan + 1 es un pseudoprimo en base a.
Demostracio´n. Veamos que aa
n
+ 1 es compuesto. Supongamos que aa
n
+ 1 es primo y apli-
quemos el lema 6. Se tiene an = 2k, en particular a = 2m y por hipo´tesis m 6= 2r, por tanto
sera´ m = 2rd, con d > 1 impar. Luego, aa
n
+ 1 = 22
rdan + 1 = 22
r+kd + 1 y volviendo a aplicar
el lema 6, 2r+kd debe ser una potencia de 2. Contradiccio´n.
Por otro lado, como consecuencia de la paridad de a, 2 divide a aa
n−n. Dicho de otra ma-
nera, existe un entero H tal que aa




n ≡ 1 mod (a2an − 1), luego a2anH = aaan ≡ 1 mod (a2an − 1)
Para concluir, basta con observar que a2a
n − 1 = (aan − 1)(aan + 1) implica que aan + 1 = N
divide a aa
an − 1 = aN−1 − 1
A diferencia del teorema de Cipolla, el de Crocker no utiliza nu´meros primos en su cons-
truccio´n, lo que lo vuelve ma´s pra´ctico a la hora de calcular pseudoprimos en bases pares.
La siguiente pregunta es que´ se puede saber sobre la factorizacio´n de estos nu´meros, por ejem-
plo si pueden tener un nu´mero arbitrario de factores primos. En 1958, Schinzel demostro´ que
para cualquier base a, existen infinitos pseudoprimos con exactamente 2 factores primos y en
su tesis doctoral, Lieuwens (1971) demostro´ que en general para cualquier base a hay infinitos
pseudoprimos en base a que son producto de exactamente k factores primos. (ver [31], cap´ıtulo
VIII).
Ya estudiamos co´mo construir pseudoprimos en cualquier base y sabemos que pueden tener
un nu´mero arbitrario de factores primos, pero au´n no hemos visto que adema´s se pueden
construir pseudoprimos con tantos factores primos como se quiera o que sean pseudoprimos
para ma´s de una base. Este cap´ıtulo estara´ limitado a dar un pequen˜o ejemplo de construccio´n
que es muy similar al de las formas de Chernick que se vera´n ma´s adelante.
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Proposicio´n 20 (Shanks, 1978). Sea m un entero tal que 12m + 1 y 24m + 1 sean primos
simulta´neamente. Entonces el producto (12m + 1)(24m + 1) es un pseudoprimo para las bases
2 y 3.
Hemos calculado algunos ejemplos de este teorema:










Es ma´s, dado un entero natural n, esta´ demostrado que el nu´mero de bases, coprimas con
n, para las cuales n es pseudoprimo esta´ dado por∏
p|n
m.c.d.(n− 1, p− 1)− 1
Como consecuencia, cualquier entero impar n que no sea una potencia de 3 es pseudoprimo
para al menos dos bases menores que n− 1. Por ejemplo, el nu´mero 7 · 5 es pseudoprimo para
las bases 6, 29 y 34 y el nu´mero 7 · 5 · 13 es pseudoprimo para 7 bases menores que 7 · 5 · 13− 1.
Otra propiedad interesante sobre la factorizacio´n de pseudoprimos es que son (( casi libres de
cuadrados)):
Proposicio´n 21. ([29]) Sean r > 1 un entero, p un primo y n un pseudoprimo en base a tales
que pr|n. Entonces ap−1 ≡ 1 mod pr. Rec´ıprocamente, si ap−1 ≡ 1 mod pr para algu´n primo
impar p y r > 1, entonces pr es un pseudoprimo en base a.
Demostracio´n. Se supone primero que n = prt es pseudoprimo en base a. Por definicio´n se
tiene:
an−1 ≡ 1 mod n⇒ an ≡ a mod n⇒ an ≡ a mod pr ⇒ (an)p−1 ≡ ap−1 mod pr
Por tanto,
ap−1 ≡ an(p−1) ≡ aprt(p−1) ≡ atpr(p−1) mod pr
Y reescribiendo pr(p−1) = ppr−1(p−1) = pϕ(pr), se aplica el teorema de Euler para obtener
el resultado buscado:
ap−1 ≡ aϕ(pr)tp ≡ 1tp mod pr
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En particular, que un pseudoprimo n en base a tenga algu´n factor cuadrado equivale a
aplicar el teorema anterior con r = 2, y entonces se cumplir´ıa que ap−1 ≡ 1 mod p2 para algu´n
factor primo p de n. Pero esta congruencia es rara, por ejemplo, solo existen 4 pseudoprimos en
base 2 menores que 25 · 109 con algu´n factor cuadrado [29]. Como veremos ma´s adelante, esta
propiedad se reafirma con los nu´meros de Carmichael.
Para la siguiente definicio´n, viene bien recordar los tests de primalidad basados en el teorema
8.
Definicio´n 10. Sea n un nu´mero impar compuesto y tal que n− 1 = d2s, con d impar y s > 1.
Entonces n es un pseudoprimo fuerte si cumple alguna de las siguientes condiciones:
ad ≡ 1 mod n
ad2
i ≡ −1 mod n para algu´n 0 ≤ i < s
Dos ejemplos de pseudoprimos fuertes en base 2 son los ya mencionados nu´meros de Fermat y
los nu´meros de Mersenne que sean de la forma 2p−1, con p primo, excluyendo, por supuesto, los
casos primos. De hecho se puede completar el teorema 16 (de Malo)con la siguiente proposicio´n:
Proposicio´n 22. ([29]) Si n es un pseudoprimo en base 2, entonces 2n− 1 es un pseudoprimo
fuerte en base 2.
Para terminar el cap´ıtulo, se definen los pseudoprimos de Lucas, que son al teorema 15 lo
que los pseudoprimos son al pequen˜o teorema de Fermat.
Definicio´n 11. Sea P y Q dos enteros no nulos y ∆ = P 2 − 4Q. Se considera la sucesio´n
de lucas {Un}n≥0 como se definio´ en 8. Si un entero compuesto n cumple Un−(∆
n
) ≡ 0 mod n
entonces se dice que es un pseudoprimo de Lucas.
Si {Un} se toma, como antes, con para´metros P = 1 y Q = −1, entonces dichos pseudopri-
mos se llaman pseudoprimos de Fibonacci.
Nota: Cuando se hable de test de pseudoprimalidad, de test de pseudoprimalidad fuerte o
de test de pseudoprimalidad de Lucas se trata simplemente de verificar si el nu´mero testado
cumple las condiciones para ser un pseudoprimo, un pseudoprimo fuerte o un pseudoprimo de
Lucas; si es el caso, puede o bien ser un tal pseudoprimo o bien ser primo.
Para terminar el cap´ıtulo, se dara´ un u´ltimo test de primalidad que combina dos tipos de
tests de pseudoprimalidad.
Teorema 23 (test de Baillie-PSW). Sea n ∈ Z.
(Opcional)Se verifica divisibilidad por primos pequen˜os y si no se encuentran divisores
propios se pasa al paso siguiente.
Se efectu´a un test de pseudoprimalidad fuerte en base 2. Si falla, entonces n es compuesto,
si no, se pasa al paso siguiente.






sea −1. Entonces se hace un test de pseudoprimalidad de Lucas con discri-
minante ∆. Si falla entonces n es compuesto, si no, es ’muy probablemente’ primo.
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No se entrara´ en detalles, pero la fiabilidad de este test esta´ reflejada en su uso pra´ctico.
Por ejemplo, la funcio´n isprime de Maple 1 o la funcio´n PrimeQ de Mathematica 2 que primero
verifica que el nu´mero testado no sea divisible por primos pequen˜os, luego efectu´a test de
pseudoprimalidad fuerte en bases 2 y 3 y finalmente hace un test de Lucas. Pese a que no







Recordemos que al principio de la seccio´n anterior se introdujeron los pseudoprimos y se
hizo un pequen˜o estudio de factorizacio´n y bases, as´ı que es natural preguntarse que´ pasa con
los nu´meros que son pseudoprimos para cualquier base, es decir los que cumplen exactamente
la rec´ıproca de Fermat. Estos son los nu´meros que se llaman de Carmichael y que constituyen
el principal objeto de estudio de este trabajo.
Definicio´n 12 (Nu´mero de Carmichael).
Un nu´mero n ∈ N\{1} es de Carmichael si no es primo y cumple que an−1 ≡ 1 mod n, para
todo a, 1 < a < n tal que mcd(a, n) = 1.
De manera equivalente a la definicio´n que dio Carmichael en 1912, se puede escribir:
Un nu´mero compuesto n ∈ N\{1} es de Carmichael si an ≡ a mod n para cada a ∈ Z.
Despue´s del enunciado de Fermat en 1640, en la bu´squeda por saber si la rec´ıproca era cierta
o no, Korselt probo´ en 1899 el siguiente teorema que proporciona una definicio´n alternativa
para los nu´meros de Carmichael.
Teorema 24. Sea n ∈ N. Se tiene que an ≡ a mod n, para todo entero a, si y solo si n cumple
las siguientes condiciones:
n es libre de cuadrados
p− 1|n− 1 para todos los divisores primos p de n.
Demostracio´n.
Se supone primero que para todo a ∈ Z, an ≡ a mod n.
Veamos que n no tiene factores cuadrados. Sea p un divisor primo de n. Por hipo´tesis, pn ≡ p
mod n, es decir, n|pn − p y pn − p = p(pn−1 − 1). Si p2 dividiera a n, en particular dividir´ıa
a cualquier mu´ltiplo suyo como lo es p(pn−1 − 1); esto significar´ıa que p|pn−1 − 1 y hemos
llegado a un absurdo.
Ahora veamos que p− 1|n− 1 si p es primo y p|n. Sea p como acabamos de decir y sea a una
ra´ız primitiva mo´dulo p. Se tiene,
an ≡ a mod n⇒ an ≡ a mod p
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Obviamente p no divide a a, por lo tanto an−1 ≡ 1 mod p. Esto implica que ord(a) mod p
divide a n− 1 y, por definicio´n, el orden de a mo´dulo p es justamente p− 1.
Ahora se supone que n cumple las dos condiciones del enunciado y veamos que an ≡ a mod
n, para todo entero a.
Teniendo en cuenta que n no tiene ningu´n factor cuadrado, por el teorema chino de los restos,
basta con ver que para todo entero a, an ≡ a mod p para todo factor primo p de n.
Por el pequen˜o teorema de Fermat, dado un p de estos, se tiene ap ≡ a mod p. Adema´s hay
2 opciones: o bien p - a o bien p|a.
En el primer caso se tiene que ap−1 ≡ 1 mod p y por la segunda condicio´n, n− 1 = (p− 1)k,
k ∈ N. Por tanto an−1 = a(p−1)k ≡ 1 mod p y as´ı an ≡ a mod p.
En el segundo caso, p|a es lo mismo que decir a ≡ 0 mod p y esta´ claro que an ≡ a mod p.
Viendo la importancia de este teorema, resulta inevitable pensar que los nu´meros de Car-
michael en realidad deber´ıan haberse llamado nu´meros de Korselt. El problema es que Korselt
no encontro´ (o al menos no publico´) ningu´n nu´mero n con las propiedades enunciadas y por lo
tanto no probo´ realmente que la rec´ıproca del teorema 8 es falsa; en su publicacio´n pretend´ıa
demostrar que el problema chino era falso, as´ı que se limito´ a dar un contraejemplo para probar
la no primalidad de lo que hoy se llama un pseudoprimo en base 2. Como en ese momento ya
se sab´ıa que exist´ıan pseudoprimos(ver seccio´n 1.2), el art´ıculo no supuso ninguna novedad. El
teorema 24 fue una adicio´n bastante importante pero que paso´ desapercibida.
Este teorema es una herramienta para demostrar la equivalencia de los dos enunciados dados
en la definicio´n 12. Vea´moslo [20]:
Veamos que si para todo a coprimo con n, n cumple que an−1 ≡ 1 mod n, entonces se
verifican las hipo´tesis del teorema 24.
Supongamos que n tiene un factor primo cuadrado, n = p21p2...pk−1. Entonces ord((Z/(n))∗) =
ϕ(n) = p1(p1 − 1)(p2 − 1)...(pk−1 − 1), y por el teorema de Cauchy para grupos, por ser p1
primo, existe un elemento a ∈ Z tal que ord(a) = p1. Por hipo´tesis,
an−1 ≡ 1 mod n y m.c.d.(a, n) = 1, luego an−1 = 1 en (Z/(n))∗
y por tanto ord(a) = p1 divide a n− 1, lo que no es posible pues p1 divide a n.
Entonces n = p1...pk es un producto de primos distintos, por lo tanto se tiene el isomorfismo
de anillos
Z/(n) ∼= Z/(p1)× ...× Z/(pk)
y tambie´n el de sus correspondientes anillos de unidades (teniendo en cuenta que dados dos
anillos A y B, (A×B)∗ = A∗ ×B∗).
Como Z/(pi) es un cuerpo finito para todo i, entonces (Z/(pi))∗ es un grupo c´ıclico de orden
pi − 1, por lo tanto existe un elemento ai ∈ (Z/(pi))∗ de orden pi − 1.
As´ı, el elemento αi = (1, ..., 1, ai, 1, ..., 1) ∈ (Z/(n))∗ tiene tambie´n orden pi − 1. Como por
hipo´tesis, αn−1i ≡ 1 mod n, se puede concluir que pi − 1 divide a n− 1.
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De esta manera hemos probado que la primera definicio´n implica la segunda.
Rec´ıprocamente, esta´ claro que si an ≡ a mod n para todo entero a, entonces n divide a
an − a = a(an−1 − 1). Si adema´s m.c.d.(a, n) = 1, entonces n no divide a a y por tanto divide
a an−1 − 1.
Ejemplo: Primeros nu´meros de Carmichael factorizados
3 · 11 · 17
5 · 13 · 17
7 · 13 · 19
5 · 17 · 29
7 · 13 · 31
7 · 23 · 41
7 · 19 · 67
5 · 29 · 73
7 · 31 · 73
13 · 37 · 61
7 · 11 · 13 · 41
13 · 37 · 97
7 · 73 · 103
3 · 5 · 47 · 89
7 · 13 · 19 · 37
11 · 13 · 17 · 31
7 · 11 · 13 · 101
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Cap´ıtulo 3
Funcio´n λ de Carmichael
3.1. La funcio´n λ y la funcio´n ϕ
Ya hemos utilizado la bien conocida funcio´n ϕ de Euler. Veamos ahora co´mo esta´ relacionada
con los nu´meros de Carmichael.
Se sabe que ϕ(p) = p−1 si p es primo. En particular, ϕ(p) divide a p−1. De ah´ı el siguiente
planteamiento:
¿Existe algu´n n natural y no primo tal que ϕ(n) sea un divisor (propio) de n− 1?
Este problema fue expuesto por D.H Lehmer y sigue sin estar resuelto hoy en d´ıa, pero lo
que s´ı esta´ claro es que si dicho nu´mero existiera, ser´ıa de Carmichael. En efecto, por el teorema
de Euler, para cada entero a tal que m.c.d.(a, n) = 1, se tiene que aϕ(n) ≡ 1 mod n y como por
hipo´tesis ϕ(n) · k = n − 1, siendo k un entero positivo no nulo, esta´ claro que aϕ(n)k ≡ 1 mod
n, es decir, an−1 ≡ 1 mod n.
Adema´s, Lehmer tambie´n probo´ en su momento que si n−1 = k ·ϕ(n), entonces para k = 2,
n debe tener al menos 7 factores primos y para k = 3, ma´s de 32. En los an˜os 80 se elevo´ la cifra
a 14 para un k cualquiera y por si fuera poco, se demostro´ que n es mayor que 1020 [40, 31].
Para hacerse una idea comparativa, el menor nu´mero de Carmichael es producto de 3 primos
y menor que 600.
Definicio´n 13. Se define la funcio´n λ de Carmichael de la siguiente manera:
Para primos y potencias de primos:
λ(2r) = 2r−2 para r ≥ 3




s ) = m.c.m.{λ(2r), λ(pr11 ), ..., λ(prss )}
Como consecuencia inmediata de la definicio´n, si a y b son dos enteros positivos, entonces
λ(m.c.m.(a, b)) = m.c.m.(λ(a), λ(b)).
La relacio´n entre esta funcio´n y la de Euler es innegable, la diferencia entre una y otra es la
que hay entre un producto y el mı´nimo comu´n mu´ltiplo de sus factores. Ma´s precisamente:
Proposicio´n 25. Sea n un entero positivo. Se cumplen las siguientes propiedades.
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λ(n) divide siempre a ϕ(n). Si n es compuesto y lo dividen al menos 2 primos distintos,
entonces se trata de un divisor propio.
Existe un entero a, primo con n, tal que el orden de a mo´dulo n es λ(n) . En cambio,
si n es producto de 2 primos impares distintos o un mu´ltiplo de 4p, con p primo impar,
entonces no existe ningu´n a tal que ord(a) = ϕ(n) mod n.
Nota: En particular, si n es una potencia de un primo, entonces siempre existe un entero
a tal que (ord(a) mod n) = λ(n) = ϕ(n).
El objeto principal del art´ıculo donde Carmichael publico´ la definicio´n de su funcio´n por
primera vez era, entre otros, enunciar varios teoremas entre los cuales encontramos la siguiente
generalizacio´n del teorema de Euler.
Teorema 26 (R.D. Carmichael [5]). Sea a, n ∈ N \ {0}. Si m.c.d.(a, n) = 1 entonces
aλ(n) ≡ 1 mod n




k , donde los pi son primos distintos.
Por el teorema de Euler, para cada psii se tiene: a
ϕ(p
si
i ) ≡ 1 mod psii
Como los pi son primos, se tiene λ(p
si
i ) = ϕ(p
si
i ). Adema´s
λ(n) = m.c.m.(λ(ps11 ), λ(p
s2
2 ), ..., λ(p
sk
k )), con lo cual cada λ(p
si
i ) divide a λ(n), por tanto existen
enteros Hi tales que λ(n) = Hiλ(p
si
i ). Se tiene:
aλ(p
si




i ) ≡ 1 mod psii
Es decir, para cada pi se tiene a
λ(n) ≡ 1 mod psii . Luego, por el teorema chino del resto,




3.2. La funcio´n λ y los nu´meros de Carmichael
Ahora que ya conocemos la funcio´n λ, se puede buscar una relacio´n con los nu´meros de
Carmichael, ma´s alla´ de la persona que les dio nombre.
Para empezar, se puede dar una definicio´n alternativa para estos nu´meros:
Teorema 27. Sea n ∈ N \ {1} un nu´mero compuesto. Entonces n es de Carmichael si y solo
si n ≡ 1 mod λ(n).
Es un buen momento para comentar que, cuando Korselt enuncio´ el teorema 24, en realidad
estaba enunciando algo ma´s parecido a esta versio´n. En la segunda condicio´n, en vez de escribir
que p− 1 divide a n− 1 para cada divisor primo p de n, escribio´ que el m.c.m(p1− 1, ..., pk− 1)
divide a n = p1...pk. Algunos autores son fieles al criterio original ([37]), otros lo enuncian como
hemos hecho aqu´ı([18, 20], ver teorema 24) e incluso alguno atribuye a Carmichael el primer
enunciado ([7]). Como son definiciones equivalentes y demostrarlo es sencillo, no daremos ma´s
importancia a este hecho.
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Demostracio´n.
Supongamos primero que n es de Carmichael: n = p1...pk con todos los pi distintos y
an−1 ≡ 1 mod n para cada a primo con n. Por la proposicio´n 25, se puede elegir un a0 de
manera que λ(n) sea el orden de a0 mod n, y por tanto λ(n) divide a n− 1.
Ahora supongamos que n cumple la hipo´tesis del teorema. Entonces m.c.d.(λ(n), n) = 1
(si no, existir´ıa al menos un primo q que divide a λ(n) y a n, luego dividir´ıa a n−1 y a n).
Primero, n no tiene factores cuadrados, pues en ese caso λ(n) = m.c.m.(p1−1, ..., λ(p2i ), ..., pk−
1), con λ(p2i ) = ϕ(p
2
i ) = pi(pi− 1), y por tanto pi dividir´ıa simulta´neamente a λ(n) y a n,
lo que, como se acaba de ver, no puede ser.
Segundo, es obvio que cada pi − 1 divide a λ(n), que a su vez divide a n− 1.
Finalmente, como por hipo´tesis n no es primo, por el teorema 26, n es de Carmichael.
Este teorema permite empezar a demostrar algunas propiedades importantes de los nu´meros
de Carmichael, por ejemplo:
Proposicio´n 28. Sea n un nu´mero de Carmichael. Entonces n es impar y tiene al menos 3
factores primos.
Demostracio´n. Como n es compuesto, supongamos que n = q · p con p > q, los dos primos.
Por el teorema 24, p− 1 divide a n− 1 = pq − 1 = (p− 1)q + (q − 1), y por dividir al primer
sumando, debe dividir tambie´n a q − 1, lo que es absurdo pues p− 1 > q − 1.
Por otro lado, si n fuese par, entonces n− 1 ser´ıa impar y divisible por λ(n) = λ(2p2...pk) =
m.c.m.(1, p2−1, ..., pk−1) = m.c.m.(p2−1, ..., pk−1). Para que esto sea impar, todos los pi−1
deben ser impares y la u´nica posibilidad para que esto pase es que todos los pi sean 2, pero ya
sabemos que no puede haber factores repetidos.
Otras propiedades de los nu´meros de Carmichael vienen directamente de restringir las po-
sibilidades para λ y para eso basta con estudiar que´ pasa cuando se aplica a un nu´mero de
Carmichael. El resto de resultados de esta seccio´n esta´n recogidos en el art´ıculo [37] de T.Wright.
Teorema 29. Sea n un nu´mero de Carmichael y l ∈ N. Entonces λ(n) no puede ser de la
forma 2l.
Demostracio´n. Se supone que n es de Carmichael y λ(n) = 2l. Como cada factor primo pi de
n debe cumplir que pi − 1 divide a λ(n) = m.c.m.(p1 − 1, ..., pk − 1), entonces cada pi debe ser





Adema´s, puesto que n es libre de cuadrados, todos los si han de ser distintos y en consecuen-
cia, sin pe´rdida de generalidad, se puede suponer que s1 < s2 < ... < sk ⇔ s1+1 ≤ s2 < ... < sk.
De esta manera, 2s1+1 divide a 2si para todo i ∈ {2, ..., k} y reduciendo mo´dulo 2s1+1 queda:
n ≡ 2s1 + 1 mod (2s1+1) (3.1)
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Por el teorema 27, λ(n) = 2max{s1,...,sk} = 2sk divide a n− 1, luego 2s1+1 tambie´n es un divisor
de n− 1, es decir
n ≡ 1 mod 2s1+1 (3.2)
Reemplazando (3.2) en (3.1) obtenemos
1 ≡ 2s1 + 1 mod 2s1+1, luego 2s1+1 divide a 2s1
Contradiccio´n.
Corolario 30. Un nu´mero de Carmichael no puede ser de la forma 2l + 1, l ∈ N, ni estar
totalmente compuesto por primos de Fermat.
Demostracio´n. Si un nu´mero n se escribe como producto de primos de Fermat (2s1 + 1) · ... ·
(2sk + 1), entonces λ(n) = m.c.m.(2s1 , ..., 2sk) = 2max{s1,...,sk} y por el teorema anterior, n no
puede ser de Carmichael.
De la misma manera, si n = 2l + 1 es de Carmichael, entonces λ(n) divide a 2l, por lo tanto
ha de ser una potencia de 2, lo que contradice el teorema.
Se considera entonces λ(n) = 2l · P , con P primo impar. En este caso, cada factor primo p
de n debe ser tal que p− 1 divida a λ(n), por tanto sera´ de la forma 2si + 1 o 2rjP + 1.
Proposicio´n 31. Sea n = p1...pk un nu´mero de Carmichael tal que λ(n) = 2
lP , con P primo.
Entonces hay por lo menos un ı´ndice i y un ı´ndice j tales que pi = 2
ri + 1 es un primo de
Fermat y pj = 2
sjP + 1. Adema´s, el menor de los ri es igual al menor de los sj.
Demostracio´n. Por el corolario 30, ya se sabe que los factores primos de n no pueden ser todos





Se llega a una contradiccio´n si se sigue la demostracio´n del teorema 29 desde que se escribe n








(2sjP + 1), con r1 < ... < rk1 y s1 < ... < sk2
Supongamos que r1 < r2 ≤ s1. Se razona igual que para el teorema 29:
2r1+1 divide a 2ri y a 2sj para todo i ∈ {2, ..., k1} y j ∈ {1, ..., k2}, luego n ≡ 2r1 + 1 mod 2r1+1.
Adema´s, λ(n) = 2lP = 2r1+1A, A ∈ Z, as´ı que 2r1+1 divide a λ(n) y en consecuencia divide
tambie´n a n− 1.
n ≡ 2r1 + 1 mod 2r1+1
n ≡ 1 mod 2r1+1
}
⇒ 2r1+1 divide a 2r1 (3.3)
Se ha llegado a una contradiccio´n. De manera ana´loga, se prueba que tampoco puede ser
s1 < s2 ≤ r1. Por tanto debe ser r1 < s1 < · · · o s1 < r1 < · · · . De nuevo, siguiendo la misma
estructura de demostracio´n, se demuestra que ninguno de los casos se puede dar y por tanto
r1 = s1.
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Los resultados anteriores son una seleccio´n de los que hay en el art´ıculo de Thomas Wright
[37]. Estos, junto con razonamientos en algunos ideales de Z, permiten enunciar el teorema
siguiente:
Teorema 32 ([37]). Sea n un nu´mero de Carmichael tal que λ(n) = 2lP , con P primo.
Asumiendo que la conjetura de los primos de Fermat es cierta, entonces P solo puede ser 3, 5,
7 o 127 y n sera´ uno de los siguientes nu´meros de Carmichael.
5 · 13 · 17
5 · 13 · 193 · 257
5 · 13 · 193 · 257 · 769
3 · 11 · 17
5 · 17 · 29
5 · 17 · 29 · 113
5 · 29 · 113 · 65537 · 114689
5 · 17 · 257 · 509
Nota: Si se encuentra un nu´mero de Carmichael n que no esta´ en la lista y tal que λ(n) =
2lP , entonces n es divisible por un primo de Fermat a d´ıa de hoy desconocido.
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Cap´ıtulo 4
Nu´meros de Carmichael con 3 factores
primos
De acuerdo con la seccio´n anterior, esta es la factorizacio´n ma´s simple que puede tener
un nu´mero de Carmichael. Restringie´ndolos a esta forma, estudiarlos es ma´s sencillo. Para
empezar, se pueden simplificar las condiciones de Korselt:
Lema 33. Si n = pqr siendo p, q, r primos impares distintos, entonces n es de Carmichael si
y solo si p− 1 divide a qr − 1, q − 1 divide a pr − 1 y r − 1 divide a pq − 1.
Demostracio´n. Usando el teorema 24, n es de Carmichael si y solo si p−1, q−1 y r−1 dividen
a pqr−1 = pq(r−1)+pq−1 = pr(q−1)+pr−1 = qr(p−1)+qr−1, pues por hipo´tesis, n es un
nu´mero natural compuesto y libre de cuadrados. El razonamiento es evidente: si p− 1 divide a
n−1, como obviamente divide a qr(p−1), entonces divide necesariamente al sumando restante
qr−1; rec´ıprocamente, si p−1 divide a qr−1, como divide al segundo te´rmino, entonces divide
a la suma, que es justamente n− 1.
En resumen, la primera tentativa de un nu´mero de Carmichael debe ser 3qr, con q y r primos
impares y como 3− 1 = 2 siempre divide a qr − 1 por ser un nu´mero par, las tres condiciones
del lema se reducen a dos. En realidad solo existe un nu´mero as´ı, y lo presento´ Carmichael por
primera vez en 1912: 3 × 11 × 17 = 561. Tambie´n explico´ el me´todo utilizado para encontrar
algunos nu´meros (de Carmichael) con 3 factores primos, fijando el primero, e incluso publico´ uno
con 4 factores primos. Adema´s, en un breve pie de pa´gina, sugirio´ que la lista de nu´meros que
cumplen la rec´ıproca del Pequen˜o Teorema de Fermat se extend´ıa indefinidamente.
Esta sugerencia no era ninguna nimiedad y de hecho estuvo sin respuesta durante aproxima-
damente 90 an˜os, aunque dada la cantidad de nu´meros que se fueron encontrando gracias a los
avances tecnolo´gicos, no era de extran˜ar que terminara siendo cierta, tal y como lo demostraron
Alford, Granville y Pomerance en 1992 [1].
Volviendo a los nu´meros de Carmichael con 3 factores primos, en los an˜os 50 N.G.W.H.
Beeger y H.J.A. Duparc enunciaron y demostraron que si se fija un primo p, entonces existe
una cantidad finita de nu´meros de Carmichael de la forma pqr, con p < q < r primos. El
resultado esta´ recogido en las notas de G.J.O. Jameson.
Para demostrar esto, es u´til el siguiente lema:
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Lema 34. Sea pqr de Carmichael. Siguiendo la notacio´n del lema 33, sean d1 =
qr−1






2 ≤ d3 ≤ p− 1 (4.1)
q − 1 = (p− 1)(p+ d3)
d2d3 − p2 (4.2)
Demostracio´n. Primero cabe aclarar que d1,d2 y d3 son nu´meros enteros positivos bien definidos
pues, al ser pqr de Carmichael, se cumple el teorema de Korselt y 3 ≤ p < q < r.
Para probar la desigualdad (4.1), se parte de r > q, o equivalentemente por ser q y r impares,
de r − 1 > q.
Luego pq = d3(r − 1) + 1 > d3q + 1 implica pq > d3q y por tanto p − 1 ≥ d3. Adema´s d3 > 1
porque, en caso contrario, pq − 1 = r − 1, lo que contradice la primalidad de r.
Para la igualdad (4.2), se parte de la definicio´n de d2.
d2 =
pr − 1
q − 1 =
p(r − 1) + (p− 1)
q − 1
Por definicio´n de d3, se tiene r−1 = pq−1d3 . Reemplazando en la igualdad r−1 por esta expresio´n
y multiplicando por d3(q − 1) queda:
d2d3(q−1) = p(pq−1)+d3(p−1) = p(p(q−1)+(p−1))+d3(p−1) = p2(q−1)+p(p−1)+d3(p−1)
luego (d2d3 − p2)(q − 1) = (p+ d3)(p− 1), lo que prueba la segunda parte del lema.
Proposicio´n 35 ([17]). Se define f3(p) como la cantidad de nu´meros de Carmichael con exac-
tamente 3 divisores primos p,q,r, de los cuales p es el menor. Se tiene:
f3(p) ≤ (p− 2)(log(p) + 2)
Demostracio´n. Sea d3 como en el lema anterior. Se denota por ∆ al denominador de (4.2):
∆ =
(p− 1)(p+ d3)
q − 1 . Como p < q, obviamente
p−1
q−1 < 1, luego ∆ = (p + d3)
p−1
q−1 < p + d3, es
decir ∆ ≤ p+ d3− 1. Adema´s, por co´mo esta´ definido el cociente (4.2) y por ser los factores de
un nu´mero de Carmichael mayores que 2, esta´ claro que ∆ es un entero estrictamente positivo.
De ∆ = d2d3 − p2, se tiene ∆ + p2 ≡ 0 mod d3, y por tanto solo hay un posible ∆ en cada
intervalo de taman˜o d3 (si no, habr´ıa dos mu´ltiplos de d3 en un intervalo de taman˜o d3).
Ahora ya se pueden acotar superiormente las posibles elecciones para ∆:






De esta manera, se puede a su vez acotar superiormente f3(p) pues al haber elegido d3 y ∆,
q queda inmendiatamente determinado por (4.2) y en seguida se saca r por la propia definicio´n
de d3 =
pq−1
r−1 . Por tanto, para dar la cota buscada, hay que sumar la cota anterior para ∆ segu´n










Por u´ltimo, recordar que el logaritmo acota superiormente las sumas parciales de la serie
armo´nica en un intervalo dado y por tanto:










) < (p− 2)(log(p) + 2)
Esta demostracio´n, al expresar q y r en funcio´n de d3 y ∆, no solo da un me´todo para
construir nu´meros de Carmichael con 3 factores primos, sino que fijado p, se pueden encontrar
todos los productos pqr. Por ejemplo, con p = 3, (4.1) implica d3 = 2 y (4.2) que ∆ divide a
(p−1)(p+d3) = 10. Adicionalmente, de la demostracio´n anterior se tienen dos condiciones ma´s
para ∆:
1 ≤ ∆ < p+ d3
d3 divide a ∆ + p
2
La primera condicio´n en este caso es 1 ≤ ∆ < 5 y la segunda implica que ∆ es impar (∆ + 9
es divisible por 2). La u´nica posibilidad es ∆ = 1. Por consiguiente, q − 1 = 10. Notemos que
la condicio´n (4.2) asegura que q es entero, pero no se puede decir si es primo o no. En este
ejemplo lo es, por tanto se prosigue calculando r − 1 = (pq − 1)/d3 = 16 y de nuevo se sabe
que r calculado de esta forma siempre sera´ entero. Para verificar este hecho, ba´sicamente hay
que hacer la segunda parte de la demostracio´n del lema 34 al reve´s:
d3 divide a ∆ + p
2, luego divide a (∆ + p2)(q − 1) y por la expresio´n (4.2) esto es (p− 1)(p +
d3) + p
2(q− 1) = d3(p− 1) + p(pq− 1). Es evidente que el primer sumando es mu´ltiplo de d3 y
en consecuencia existe un entero H tal que p(pq − 1) = Hd3. Ahora, como p es primo, d3 debe
dividir a pq − 1.
Despue´s de verificar esto, hay que comprobar que r es primo, que en este caso lo es. Habiendo
construido ya 3 factores primos, veamos si cumplen las condiciones para que su producto sea
de Carmichael, aplicando el lema 33. Por construccio´n, r − 1 divide a pq − 1, y para verificar
que q−1 divide a pr−1 basta con tener en cuenta que hemos elegido d3 como divisor de ∆+p2









p2 + pd3 − p− d3 + p2q − p2
d3(q − 1) =
p− 1
q − 1 +
p(pq − 1)
pq−1




Queda por comprobar que p− 1 divide a qr− 1, pero esto no se puede deducir de las construc-
ciones, as´ı que se debe verificar cada vez. En nuestro ejemplo se cumple que 11 · 17− 1 = 1286
es par y por tanto hemos encontrado el u´nico nu´mero de Carmichael con 3 factores primos que
es mu´ltiplo de 3.
Ahora elegimos p = 5 y repetimos el proceso. Se tiene 2 ≤ d3 ≤ 4.
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d3 = 2
Las condiciones sobre ∆ son (i) ∆ divide a 227 (ii) 2 divide a ∆ + 25 (iii)1 ≤ ∆ < 7. Por tanto
∆ = 1, q = (p − 1)(p + d3) + 1 = 29 que es primo, al igual que r = (pq − 1)/d3 + 1 = 73 y se
verifica 73 · 29 ≡ 1 mod 4.
d3 = 3
Las condiciones sobre ∆ son (i) ∆ divide a 25 (ii) 3 divide a ∆ + 25 (iii)1 ≤ ∆ < 8. Por tanto
∆ = 2, q = (p− 1)(p + d3)/∆ + 1 = 17 que es primo, al igual que r = (pq − 1)/d3 + 1 = 29 y
se verifica 17 · 29 ≡ 1 mod 4.
d3 = 4
Las condiciones sobre ∆ son (i) ∆ divide a 2232 (ii) 4 divide a ∆ + 25 (iii)1 ≤ ∆ < 9. Por
tanto ∆ = 3, q = (p−1)(p+d3)/∆ + 1 = 13 que es primo, al igual que r = (pq−1)/d3 + 1 = 17
y se verifica 13 · 17 ≡ 1 mod 4.
Siguiendo esta construccio´n se encuentran todos los nu´meros de Carmichael con 3 factores
primos que son mu´ltiplos de 7:
7 · 19 · 67
7 · 31 · 73
7 · 13 · 31
7 · 23 · 41
7 · 73 · 103
7 · 13 · 19
Hay ma´s formas de construir nu´meros de Carmichael y sin duda uno de los resultados ma´s
importantes a este respecto es el dado por Chernick en 1939[7].
Teorema 36. Sea m ∈ N. Si los nu´meros
6m+ 1, 12m+ 1, 18m+ 1
son primos simulta´neamente, entonces su producto es un nu´mero de Carmichael.
Demostracio´n. Puesto que obviamente el nu´mero en cuestio´n es compuesto y libre de cuadrados,
usando el lema 33 basta con ver que 6m divide a (12m + 1)(18m + 1) − 1, 12m divide a
(6m+ 1)(18m+ 1)− 1 y 18m divide a (6m+ 1)(12m+ 1)− 1, lo cual es obvio.
El art´ıculo de Chernick, donde se incluye este resultado, es constructivo y ver el camino
que siguio´ es u´til para encontrar ma´s nu´meros de Carmichael, as´ı que se dara´ una segunda
demostracio´n de este teorema:
Sea n = pqr de Carmichael. Se puede escribir p = apd+ 1, q = aqd+ 1 y r = ard+ 1, donde
d = m.c.d.(p− 1, q − 1, r − 1). Por el teorema 24, p− 1, q − 1 y r − 1 dividen a n− 1:
(dap + 1)(daq + 1)(dar + 1) ≡ 1 mod dai con i ∈ {p, q, r}
desarrollando los miembros de la derecha y diviendo por d, queda:
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d(apaq + apar + aqar) + ap + aq + ar ≡ 0 mod ak, k ∈ {p, q, r}
Veamos que los ai son primos dos a dos. Supongamos que ap y aq tienen un factor comu´n
h. Para k = p, la congruencia anterior queda:
daqar + aq + ar ≡ 0 mod ap
Como h divide a ap entonces h divide a daqar + aq + ar y puesto que tambie´n divide a aq,
debe dividir a ar, pero por definicio´n, se sabe que m.c.d.(ap, aq, ar) = 1. De la misma manera
se demuestra para los otros pares.
De esta manera se puede poner una u´nica condicio´n:
d(apaq + apar + aqar) + ap + aq + ar ≡ 0 mod apaqar (4.3)
Si se pone d como inco´gnita entonces esta congruencia es lineal. Como su coeficiente principal
es primo con el mo´dulo, entonces tiene inverso y se puede dar una solucio´n general que tiene
un para´metro libre.
Ahora basta con dar valores a ap, aq y ar de manera que cumplan las condiciones. Lo ma´s
natural es elegir 1, 2 y 3. Reemplazando en (4.3):
d(1 · 2 + 1 · 3 + 2 · 3) + 1 + 2 + 3 ≡ 0 mod 1 · 2 · 3 ⇔ 5d ≡ 0 mod 6, es decir, d = 6m, m ∈ N, lo
que prueba el teorema.
Notas:
Puesto que p, q y r son primos impares y no se exige nada sobre la paridad de los ai, se
tiene que d siempre es par. De esta manera, todo nu´mero de Carmichael que es producto
de 3 primos se puede escribir de la forma (2hap + 1)(2haq + 1)(2har + 1).
Una forma equivalente de escribir el teorema 36 es definiendo p = 6m + 1 y as´ı queda
n = p(2p − 1)(3p − 2). Con esta definicio´n hay que exigir que p ≡ 1 mod 6, lo que
inmediatamente implica que 2p− 1 ≡ 1 mod 6 y 3p− 2 ≡ 1 mod 6.
Dubner [10] propuso un me´todo similar al de Chernick para construir nu´meros de Carmi-
chael con 3 factores primos, con la diferencia de que, en vez de tres, exige encontrar solo
dos primos simulta´neamente.
El primer ejemplo de este tipo de nu´meros es n = 7 · 13 · 19 = 1729, obtenido con m = 1
(o equivalentemente, p = 7). Curiosamente este nu´mero es el primero que se puede escribir
como suma de cubos de dos maneras, 13 + 123 = 93 + 103, y es ma´s conocido como nu´mero de
Hardy-Ramanujan.
Cualquier persona con un ordenador podra´ calcular nu´meros de Chernick hasta donde su pa-
ciencia o la capacidad de la ma´quina se lo permita, a continuacio´n un pequen˜o ejemplo de co´mo
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m 6m+ 1 12m+ 1 18m+ 1
1 7 13 19
6 37 73 109
35 211 421 631
45 271 541 811
51 307 613 919
55 331 661 991
56 337 673 1009
100 601 1201 1801
121 727 1453 2179
195 1171 2341 3511
206 1237 2473 3709
216 1297 2593 3889
255 1531 3061 4591
276 1657 3313 4969
370 2221 4441 6661
380 2281 4561 6841
426 2557 5113 7669
506 3037 6073 9109
510 3061 6121 9181
Cuadro 4.1: Primeros nu´meros de Chernick
hacerlo con Maple.
De esta manera se ha calculado que hay 842 nu´meros de Chernick para m menor que
100 000. Si se quiere conocer la factorizacio´n de dichos nu´meros, hay que descomentar la l´ınea
# print([a,b,c]):. La tabla 4.1 muestra los primeros 20 nu´meros que se calcularon con maple.
A d´ıa de hoy no se ha podido probar que la lista es infinita (o que no lo es).
Siguiendo la construccio´n de Chernick, variando ap, aq y ar, se pueden encontrar nuevas
formas, por ejemplo con ap = 1, aq = 5 y ar = 8, la condicio´n (4.3) sobre d queda 13d+ 14 ≡ 0
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mod 40 cuya solucio´n es de la forma d = 40m + x. Hay que encontrar x tal que 13x + 14 ≡ 0
mod 40,que en este caso es fa´cil de calcular pues 40−14 = 26 = 13 ·2, por lo tanto d = 40m+2.
Finalmente se hace una pequen˜a verificacio´n del lema 33, poniendo p = 40m+3, q = 200m+11
y r = 320m+ 17 para tener
pq − 1
r − 1 = 25m+ 2,
pr − 1
q − 1 = 64m+ 5 y
qr − 1
p− 1 = 1600m+ 93
Hemos encontrado que si 40m + 3, 200m + 11 y 320m + 17 son primos simulta´neamente
entonces su producto es un nu´mero de Carmichael, por lo tanto 43 · 211 · 337 es un nu´mero de
Carmichael.
En la factorizacio´n de estos dos ejemplos (43 · 211 · 337 y 7 · 13 · 19), por ser m = 1, se
puede intuir la forma gene´rica de Chernick que produjo cada caso. Es por esto que se puede
pensar que el proceso tambie´n funciona a la inversa y hay que hacerse la pregunta:
Dada la factorizacio´n de un nu´mero de Carmichael, ¿se podra´ construir una fo´rmula que
permita calcular otros?
La respuesta es afirmativa pero, al igual que la pregunta, poco rigurosa y debe responderse
emp´ıricamente, al menos por ahora:
Se toma algu´n nu´mero de Carmichael que tenga una factorizacio´n sencilla,por ejemplo 7 ·13 ·31,
que es igual al primer nu´mero de Chernick en los dos primeros te´rminos pero no en el tercero.
Ahora, teniendo en cuenta que todo nu´mero de Carmichael que sea producto de 3 factores
primos se puede escribir como (2hap + 1)(2haq + 1)(2har + 1), la opcio´n ma´s evidente es p · q · r,
con p = (6m+ 1), q = (12m+ 1) y r = (30m+ 1). En este caso, se cumplen 2 de las condiciones
del lema 33,
pr − 1
q − 1 = 15m+ 3 y
qr − 1
p− 1 = 60m+ 7
pero,
pq − 1




Se puede probar quita´ndole a r el factor que no se esta´ simplificando pero quedar´ıa p = r.
Veamos dos formas de solucionar este problema:
Razonar en Z/(5)
En este caso, buscamos una condicio´n sobre m para que se cumpla la condicio´n que nos hace
falta, es decir 12m + 3 ≡ 0 mod 5. Debe ser m = 5m′ + 1 y los nuevos p, q y r son 30m′ + 7,
60m′+ 13 y 150m′+ 31. Por construccio´n, se verifican las condiciones para que el producto pqr
sea un nu´mero de Carmichael, siempre que p, q, y r sean primos simulta´neamente. La tabla 4.2
muestra algunos ejemplos, incluido el nu´mero de partida para m′ = 0. Hemos calculado que
para m ≤ 107 existen exactamente 24146 nu´meros de Carmichael de esta forma. Esta´n acotados
por 1025.
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m 30m+ 7 60m+ 13 150m+ 31
0 7 13 31
1 37 73 181
10 307 613 1531
12 367 733 1831
18 547 1093 2731
24 727 1453 3631
32 967 1933 4831
43 1297 2593 6481
85 2557 5113 12781
102 3067 6133 15331
123 3697 7393 18481
129 3877 7753 19381
150 4507 9013 22531
201 6037 12073 30181
207 6217 12433 31081
256 7687 15373 38431
304 9127 18253 45631
309 9277 18553 46381
330 9907 19813 49531
353 10597 21193 52981
Cuadro 4.2: Nu´meros de Carmichael de la forma (30m+ 7)(60m+ 13)(150m+ 31)
Adaptar uno de los factores como producto de los otros dos
Si queremos conservar p = (6m+ 1) y q = (12m+ 1) como factores primos, debemos encontrar




+1. Dividimos por 6 pues al ser un divisor comu´n, permite simplificar la expresio´n,
pero qr−1
p−1 = 24m
2 + 8m+ 5/2. Se prueba entonces r = 72m
2+18m
3
+ 1 y ya se tiene:
pq − 1
r − 1 = 3,
pr − 1
q − 1 = 12m
2 + 5m+ 1 y
qr − 1
p− 1 = 48m
2 + 16m+ 3
De esta manera, si 6m+ 1, 12m+ 1 y 24m2 + 6m+ 1 son primos simulta´neamente, entonces
su producto es un nu´mero de Carmichael. Se calculo´ una pequen˜a lista (ver cuadro 4.3) para
ver que efectivamente hay nu´meros de esta forma y notemos que para m = 1 se tiene el nu´mero
de partida.
Con ayuda de estos dos procedimientos se consiguieron las siguientes fo´rmulas a partir de
31 · 61 · 211 y de 13 · 97 · 421
(210m+ 31)(420m+ 61)(1470m+ 211) y (30m+ 1)(60m+ 1)(600m2 + 30m+ 1)
(840m+ 13)(6720m+ 97)(29400m+ 421)
Otras fo´rmulas:
(10m+ 1)(20m+ 1)(30m+ 1) es la lista A206347 de la OEIS
(18m+ 1)(36m+ 1)(54m+ 1) y (36m+ 1)(72m+ 1)(108m+ 1) son modificaciones de Chernick
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m 6m+ 1 12m+ 1 24m2 + 6m+ 1
1 7 13 31
5 31 61 631
26 157 313 16381
35 211 421 29611
45 271 541 48871
51 307 613 62731
55 331 661 72931
61 367 733 89671
121 727 1453 352111
135 811 1621 438211
161 967 1933 623071
195 1171 2341 913771
206 1237 2473 1019701
255 1531 3061 1562131
335 2011 4021 2695411
370 2221 4441 3287821
385 2311 4621 3559711
475 2851 5701 5417851
511 3067 6133 6269971
Cuadro 4.3: Nu´meros de Carmichael de la forma (6m+ 1)(12m+ 1)(24m2 + 6m+ 1)
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Cap´ıtulo 5
Nu´meros de Carmichael con k factores
primos
Para empezar este cap´ıtulo, es importante aclarar, tal y como lo hacen U. Cerruti [34]
y Wagstaff [35], que no hay que cen˜irse a las condiciones del teorema 36. Es decir, existen
nu´meros de Carmichael que se pueden escribir como (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1) sin que sean
todos primos, lo que lleva a encontrar nu´meros de Carmichael con 4, 5 o ma´s factores primos.
Por ejemplo, (6 · 5 + 1)(12 · 5 + 1)(18 · 5 + 1) = 7 · 13 · 31 · 61 es de Carmichael y producto
de 4 factores primos. Sin embargo, de aqu´ı en adelante cuando nos refiramos a nu´meros de
Carmichael construidos con este tipo de fo´rmula, se asumira´ que se han construido siguiendo
el teorema y por tanto su nu´mero de factores primos quedara´ determinado por la expresio´n
gene´rica correspondiente.
Para construir nu´meros de Carmichael con ma´s factores primos, se puede intentar seguir la
misma construccio´n que para 3 y as´ı conseguir fo´rmulas para 4 factores primos, pero a partir
de ah´ı las expresiones se vuelven inmanejables, as´ı que se siguen otras estrategias.
Definicio´n 14. Sean aim + bi, i ∈ {1, 2, ..., k}, k formas lineales impares y distintas. Se dice
que el producto
∏k
i=1(aim+ bi) es una forma universal si (a1m+ b1)(a2m+ b2)...(akm+ bk) ≡ 1
mod (aim+ bi − 1), para todo i ∈ {1, 2, ..., k}, con k ≥ 3.
Dada una forma universal, si existe un m tal que aim + bi sea primo para i ∈ {1, ..., k},
entonces queda definido un nu´mero de Carmichael.
Teorema 37. [7] Sea n = p1...pk un nu´mero de Carmichael y d = m.c.d.(p1− 1, ..., pk − 1). Se




es una forma universal, bajo la condicio´n de que, si todos los ri son impares, entonces se puede
reemplazar m por 2m.
Demostracio´n. Para empezar, no hay dos formas riRm+ pi iguales, pues al ser n libre de cua-
drados todos los p se pueden ordenar (estrictamente) y para cada pi < pj se tiene ri < rj.
Adema´s, son formas impares pues R es par y los pi son primos impares. El u´nico caso en el que
R puede ser impar es cuando todos los ri tambie´n lo sean, y si esto pasa, se exige que m sea par.
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(rjX + 1)− 1
]
≡ 0 mod R (5.1)
Se tiene por un lado,
λ(n) = m.c.m.(p1 − 1, ..., pk − 1)
= m.c.m.(dr1, ..., drk)
= d ·m.c.m.(r1, ..., rk) = dR
Y por otro,
n− 1 = p1...pk − 1 = (dr1 + 1)...(drk + 1)− 1





o lo que es lo mismo, d es solucio´n de (5.1), De esta manera, cualquier otro D ≡ d mod
R cumple la congruencia (5.1), es decir R(Rm + d) divide a
∏k
j=1 [rj(Rm+ d) + 1] − 1 =∏k
j=1 [rjRm+ rjd+ 1]− 1 =
∏k
j=1 (rjRm+ pj)− 1. Adema´s, esta´ claro que por ser R mu´ltiplo
de ri, R(Rm + d) es a su vez es mu´ltiplo de ri(Rm + d) = riRm + pi − 1 y por lo tanto se
cumplen las condiciones de universalidad.
Se toma, por ejemplo, el nu´mero de Carmichael 7 · 13 · 31 y se sigue la construccio´n del
teorema:










3. R = m.c.m.(1, 2, 5) = 10
4. (1 · 10 ·m+ 7)(2 · 10 ·m+ 13)(5 · 10 ·m+ 31)
Por lo tanto, el producto (10m + 7)(20m + 13)(50m + 31) es una forma universal. El nu´mero
de partida de este ejemplo es el mismo que se utilizo´ al final del cap´ıtulo anterior, y de hecho
la forma obtenida es la misma si se cambia m por 3m. Es ma´s, la tabla es exactamente igual
en los dos casos. As´ı que los ejemplos esta´n en la tabla 4.2, multiplicando el valor de m por 3.
Los nu´meros de Chernick estudiados en el cap´ıtulo anterior son tambie´n un ejemplo de for-
ma universal, y se pueden generalizar gracias al teorema siguiente.
Teorema 38 ([7]). Sea n un nu´mero de Carmichael. Si se encuentra un nu´mero primo p
coprimo con n tal que:
λ(n) divide a p− 1
p− 1 divide a n− 1
Entonces np es un nu´mero de Carmichael.
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Demostracio´n. Se tiene np− 1 = (n− 1) + (p− 1) + (n− 1)(p− 1). Puesto que λ(n) divide a
n − 1 por ser n de Carmichael y a p − 1 por hipo´tesis, tambie´n divide a np − 1. De la misma
forma, la segunda condicio´n dice que p− 1 divide a n− 1, as´ı que tambie´n divide a np− 1. Por
tanto λ(np) = λ(m.c.m.(n, p)) = m.c.m.(λ(n), λ(p)) = m.c.m.(λ(n), p − 1) divide a np − 1 y
por el teorema 27, np es de Carmichael.
El siguiente diagrama es un ejemplo de aplicacio´n. Partiendo de un nu´mero de Carmichael
n, se buscan todos los p < 107 que cumplen las condiciones del teorema 38, para luego iterar
el proceso con cada np. De esta manera, partiendo de 7 · 23 · 41, se consiguen los nu´meros de
Carmichael 7 · 23 · 41 · 1321, 7 · 23 · 41 · 1321 · 1453321, etc. y en el u´ltimo nivel del a´rbol tenemos
dos nu´meros de Carmichael con 7 factores primos, 7 · 23 · 41 · 1321 · 23761 · 47521 · 1188001 y








Corolario 39. Sean p1, ..., pk primos distintos y n = p1 · · · pk un nu´mero de Carmichael. Si
(p1 · · · pk + 1)/2 es un nu´mero primo y cada pi − 1 divide a (p1 · · · pk − 1)/2, entonces
p1 · · · pk ·
(
p1 · · · pk + 1
2
)
es un nu´mero de Carmichael.
En el ejemplo anterior, se puede aplicar el corolario 39 a 7 · 23 · 41 · 1321 para ver que
7 · 23 · 41 · 1321 · 4359961 es un nu´mero de Carmichael.
Apliquemos el teorema 38 a los nu´meros de Chernick en su forma gene´rica n = (6m+1)(12m+
1)(18m+ 1). Se quiere encontrar p que no divida a n y tal que p− 1 sea mu´ltiplo de
λ((6m+ 1)− 1, (12m+ 1)− 1, (18m+ 1)− 1) = 36m
Es decir, p− 1 = k · 36m. Con un ca´lculo ra´pido, se ve que para k = 1 ya se cumple la segunda
condicio´n del teorema. En consecuencia, el producto (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1)(36m+ 1) es
una forma universal, a la que llamaremos U4.
Ana´logamente, para calcular U5 a partir de n = U4, la primera condicio´n implica que p sea
de la forma p − 1 = k · 36m. Puesto que p no puede dividir a n, k debe ser distinto de 1, por
ejemplo k = 2. Se verifica si se cumple que (n− 1)/(p− 1) sea entero:
(6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1)(36m+ 1)− 1
72m





Aqu´ı basta con observar que el u´nico sumando que no es entero esta´ multiplicando a m, por lo
tanto si se reemplaza m por 2m, o lo que es lo mismo, se exige m ≡ 0 mod 2, queda solventado
el problema.
De manera ana´loga, se tiene que U6 = (6m+1)(12m+1)(18m+1)(36m+1)(72m+1)(144m+1)
es una forma universal siempre que m ≡ 0 mod 4.
Generalizacio´n Sea Un una forma universal. Se quiere encontrar un p que cumpla las con-
diciones del teorema 38.




9 · 2im+ 1) , con n ≥ 3 y m ≡ 0 mod 2n−4 si n > 4
Se tiene λ(Un) = m.c.m.(6m, 12m, 9·2m, ..., 9·2n−2m) = 9·2n−2m, por lo tanto p−1 = k·9·2n−2m
y puesto que con k = 1 se repite un te´rmino, se toma k = 2:
p− 1 = 9 · 2n−1m
Para verificar la segunda condicio´n del teorema, se desarrolla la expresio´n de Un como un
polinomio en m:
Un − 1 = (6 + 12 + 18 + ...+ 9 · 2n−2)m+ Pm2
Siendo P = P (m) un polinomio en m por tanto Un − 1 = 2n−19m + Pm2. Ahora, imponiendo
que n− 1 sea mu´tiplo de p− 1, se tiene Un − 1 ≡ 0 mod p− 1 ⇔ Pm ≡ 0 mod 2n−1 y de esta
manera debe ser m ≡ 0 mod 2n−1.
En las tablas 5 hay ejemplos para esta generalizacio´n en el caso n = 3, 4, 5, 6. El caso n = 3
esta´ detallado en el cuadro 4.1.
Como es de esperarse, igual que para los nu´meros de Chernick, no esta´ probado que haya
infinitos nu´meros de Carmichael de cada una de estas formas. Lo que s´ı se sabe es que la
conjetura de Dickson implica este resultado (ver pa´gina 7). En 2013 se probo´ una versio´n de´bil
de esta conjetura:
Teorema 40 (Maynard & Tao [21]). Sea D = {a1n+b1, ..., akn+bk} admisible, es decir que para
todo primo p existe un n(p) natural de manera que p no divide a (a1n(p)+b1)...(akn(p)+bk) (ver
definicio´n 7). Entonces para todo entero m ≥ 2, existe una constante C tal que, si k > Ce8m,
entonces m de las formas en D son primas simulta´neamente infinitas veces.
1 Puesto que la conjetura esta´ estrechamente relacionada con los nu´meros de Carmichael,
es evidente preguntarse que´ supone este avance: nada. La cota es demasiado grande como para
que permita demostrar que en D hay suficientes primos del tipo buscado. T. Wright estudio´ las
condiciones necesarias y basta con que la cota sea polinomial en vez de exponencial:
1De hecho la cota se ha mejorado hasta Ce4m gracias al Polymath project. En el blog de Terrence Tao vie-
ne ma´s detallado este tema https://terrytao.wordpress.com/2013/11/19/polymath8b-bounded-intervals-with-
many-primes-after-maynard/. Ttambie´n http://arxiv.org/abs/1505.01815
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Cuadro 5.1: Primeros valores de m para los que Uk(m) es un nu´mero de Carmichael con k
factores primos, k = 3, 4, 5, 6
Puesto que
U3(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1)
U4(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1)(36m+ 1)
U5(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1)(36m+ 1)(72m+ 1), m = 2m
′
U6(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1)(36m+ 1)(72m+ 1)(144m+ 1), m = 4m
′
Esta´ claro que cada tabla esta´ contenida en la anterior, por lo tanto los correspondientes
nu´meros de Carmichael se dividen sucesivamente.
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- 41 (Conjetura de´bil). Sea D = {a1n+b1, ..., akn+bk} admisible. Entonces existe una constante
T > 0 tal que, para todo m ≥ 2, si k ≥ mT , entonces m de las formas en D son primas
simulta´neamente infinitas veces.
Teorema 42 ([38]). Se asume que la conjetura anterior es cierta. Sea CR(x) la cantidad de
nu´meros de Carmichael con exactamente R factores primos. Entonces hay infinitos R para los
cuales CR(x) diverge con x.
La demostracio´n de este teorema sigue los pasos de la que prueba que hay infinitos nu´meros
de Carmichael, y su complejidad se escapa al nivel de este trabajo.
Volviendo a las formas universales Uk, ya se sabe que si un entero compuesto n es tal que
ϕ(n) divide a n − 1, entonces n es de Carmichael (ver seccio´n 3.1). As´ı que nos preguntamos
que´ papel desempen˜an las Uk en este problema.
Teorema 43 ([35]). Sea n = Uk(m) de manera que n sea un nu´mero de Carmichael con k





























































































y el logaritmo es mono´tono,
n− 1
ϕ(n)
< 2 es decir n− 1 < 2ϕ(n)
En consecuencia, n− 1 no puede ser un mu´ltiplo de ϕ(n).
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La construccio´n de las formas Uk se puede hacer para otras formas. En el cap´ıtulo anterior
se calculo´ la fo´rmula gene´rica G3 = (6m + 1)(12m + 1)(24m
2 + 6m + 1) a la que se le puede
aplicar el teorema 38. Puesto que λ(G3) = 12m(4m+ 1), se tiene p− 1 = k12m(4m+ 1), y es
fa´cil ver que para k = 1, p− 1 divide a (6m+ 1)(12m+ 1)(24m2 + 6m+ 1)− 1, luego
(6m+ 1)(12m+ 1)(24m2 + 6m+ 1)(48m2 + 12m+ 1)
es un nu´mero de Carmichael siempre que 6m + 1, 12m + 1, 24m2 + 6m + 1, 48m2 + 12m + 1







2 · 12m(4m+ 1) = 18m
2 + (9/2)m+ 1
que es entero siempre que m sea par, y por tanto, podemos definir la siguiente fo´rmula:
G4 = (6m+ 1)(12m+ 1)(24m
2 + 6m+ 1)(2 · 12m(4m+ 1) + 1), m ≡ 0 mod 2
Por el teorema 38, G4 es de Carmichael, siempre que los 4 factores de la fo´rmula sean primos
simulta´neamente.
Se define la recurrencia
Gn+1 = Gnpn y pn = (2λ(Gn) + 1), n ≥ 3
Veamos que, en este caso, λ(Gn) = 2
n−26m(4m+ 1), n ≥ 3. Ya vimos que λ(G3) = 12m(4m+
1) y supongamos que la fo´rmula se cumple para λ(Gn). Se tiene λ(Gn+1) = λ(Gnpn) =
m.c.m.(λ(Gn), λ(pn)) = m.c.m.(λ(Gn), pn − 1) = m.c.m.(λ(Gn), 2λ(Gn)) = 2λ(Gn) y por
hipo´tesis de induccio´n esto es 2 · 2n−26m(4m + 1) = 2(n+1)−26m(4m + 1), como se quer´ıa
ver.
Se obtiene la fo´rmula general para n ≥ 3
Gn = (6m+ 1)(12m+ 1)(6m(4m+ 1) + 1)
n−3∏
i=1
[2i12m(4m+ 1) + 1]
= Qm+ 1, siendo Q un polinomio en m
Supongamos que Gn es tal que
Gn − 1
λ(Gn)
= mP + 2 donde P = P (m) es un polinomio en m tal
que mP toma valores enteros si m ≡ 0 mod 2n−3.












= Qm+ 1 +
Pm
2







Como mP toma valores enteros si m = 2n−3m′, mP/2 tomara´ valores enteros siempre que
m = 2n−2m′.
40
Ahora, por el teorema 27, Gn es un nu´mero de Carmichael siempre que los factores de su
fo´rmula sean primos simulta´neamente.






















Cuadro 5.2: Primeros valores de m para los que Gk(m) es un nu´mero de Carmichael con k
factores primos, k = 3, 4, 5, 6
Recordemos :
G3(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)(24m
2 + 6m+ 1)
G4(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)(24m
2 + 6m+ 1)(24m(4m+ 1) + 1)
G5(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)(24m
2 + 6m+ 1)(24m(4m+ 1) + 1)(48m(4m+ 1) + 1)
G6(m) =
(6m+1)(12m+1)(24m2 +6m+1)(24m(4m+1)+1)(48m(4m+1)+1)(96m(4m+1)+1)
Nota: A diferencia del cap´ıtulo anterior, en el que mostramos te´cnicas para conseguir todos
los nu´meros de Carmichael con 3 factores primos, fijando uno de ellos, en este cap´ıtulo nos
hemos centrado en la construccio´n de fo´rmulas. Pinch ha publicado varios art´ıculos en los que
lista todos los nu´meros de Carmichael menores que una cantidad X. Para ello, utiliza te´cnicas
de criba y la siguiente generalizacio´n del teorema 35:
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Teorema 44. [25] Sea d ≥ 3 un entero. Dado un conjunto de d−2 primos distintos, solo existe
una cantidad finita de nu´meros de Carmichael con d factores primos.
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Cap´ıtulo 6
Nu´meros de Carmichael producto de
otros dos
En principio, el producto de dos nu´meros de Carmichael no tiene ningu´n motivo para ser
de Carmichael. Siguiendo la idea del cap´ıtulo anterior, se pueden buscar condiciones para que
sea posible. En particular, las condiciones del teorema 38 se pueden adaptar para este fin.
Teorema 45 ([40]). Sea n1 y n2 dos nu´meros de Carmichael primos entre s´ı y tales que λ(n1)
divide a n2 − 1 y λ(n2) divide a n1 − 1. Entonces n1n2 es un nu´mero de Carmichael.
Demostracio´n. Sea n1 = p1...pk y n2 = q1...ql. Esta´ claro que, por ser primos entre s´ı, pi 6= qj
para todo i, j. Veamos que n1n2 cumple las condiciones del teorema 27:
n1n2 − 1 = (n1 − 1) + (n2 − 1) + (n1 − 1)(n2 − 1)
Por ser n1 de Carmichael, λ(n1) divide a n1− 1 y por hipo´tesis divide tambie´n a n2− 1, por
lo tanto λ(n1) divide a n1n2 − 1. Ana´logamente, λ(n2) divide a n1n2 − 1. Adema´s,
λ(n1n2) = λ(p1...pkq1...ql)
= m.c.m.(p1 − 1, ..., pk − 1, q1 − 1, ..., ql − 1)
= m.c.m.(m.c.m.(p1 − 1, ..., pk − 1),m.c.m(q1 − 1, ..., ql − 1))
= m.c.m.(λ(n1), λ(n2))
Como n1n2 − 1 es un mu´ltiplo de λ(n1) y de λ(n2), ha de ser divisible por su mı´nimo comu´n
mu´tiplo, luego λ(n1n2) divide a n1n2 − 1 y por tanto n1n2 es un nu´mero de Carmichael.
Los ejemplos que hemos calculado no son una aplicacio´n directa de este teorema, sino que a
una lista de nu´meros de Carmichael se le han aplicado los siguientes corolarios, por separado.
Corolario 46. Sean n1 y n2 nu´meros de Carmichael primos entre s´ı. Si λ(n1) divide a λ(n2)
y λ(n2) divide a n1 − 1, entonces el producto n1n2 es de Carmichael.
Corolario 47. Sean n1 y n2 nu´meros de Carmichael primos entre s´ı y tales que λ(n1) = λ(n2).
Entonces n1n2 es de Carmichael.
Las demostraciones son directas pues son fa´cilmente reducibles al teorema principal.
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n1 n2 λ(n1) = λ(n2)
13 · 37 · 241 7 · 17 · 19 · 41 · 181 720
13 · 37 · 241 11 · 17 · 31 · 73 · 181 720
13 · 37 · 241 17 · 41 · 61 · 73 · 181 720
13 · 61 · 397 31 · 181 · 331 1980
13 · 61 · 397 331 · 661 · 991 1980
19 · 43 · 409 37 · 73 · 127 · 307 8568
31 · 61 · 271 7 · 13 · 19 · 109 · 541 540
31 · 61 · 631 11 · 13 · 37 · 71 · 181 1260
31 · 61 · 631 11 · 19 · 29 · 181 · 421 1260
31 · 61 · 631 11 · 29 · 37 · 127 · 421 1260
37 · 73 · 541 11 · 19 · 41 · 109 · 181 1080
31 · 181 · 331 7 · 19 · 397 · 661 1980
13 · 19 · 61 · 163 271 · 541 · 811 1620
11 · 29 · 61 · 139 277 · 1381 · 1933 9660
43 · 211 · 337 61 · 241 · 421 1680
43 · 211 · 337 17 · 61 · 113 · 421 1680
43 · 211 · 337 11 · 13 · 17 · 31 · 41 · 281 1680
13 · 31 · 37 · 211 11 · 19 · 29 · 181 · 421 1260
11 · 31 · 73 · 197 29 · 41 · 181 · 3529 17640
Cuadro 6.1: Ejemplo de aplicacio´n del corolario 47
n1 n2 λ(n1) λ(n2)
7 · 13 · 19 37 · 73 · 109 36 216
5 · 17 · 29 89 · 353 · 617 112 2464
7 · 31 · 73 13 · 37 · 241 360 720
7 · 11 · 13 · 41 37 · 73 · 181 120 360
7 · 11 · 13 · 41 37 · 73 · 541 120 1080
7 · 11 · 13 · 41 17 · 31 · 191 · 433 120 41040
13 · 37 · 241 17 · 19 · 47 · 1381 720 16560
13 · 37 · 241 61 · 181 · 5521 720 16560
13 · 37 · 241 17 · 19 · 29 · 71 · 113 720 5040
7 · 13 · 31 · 61 37 · 73 · 181 60 360
7 · 13 · 31 · 61 17 · 41 · 73 · 241 60 720
7 · 13 · 19 · 109 31 · 61 · 271 108 540
31 · 61 · 211 281 · 421 · 701 420 4200
37 · 73 · 181 17 · 19 · 29 · 71 · 113 360 5040
37 · 73 · 181 43 · 61 · 127 · 241 360 5040
13 · 17 · 41 · 61 43 · 211 · 337 240 1680
7 · 13 · 61 · 151 31 · 41 · 101 · 331 300 6600
31 · 181 · 331 61 · 661 · 2521 1980 27720
11 · 29 · 61 · 139 47 · 1151 · 1933 9660 48300
Cuadro 6.2: Ejemplo de aplicacio´n del corolario 46
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La lista A207041 de la OEIS se titula ((Carmichael numbers that can be written as a product
of two Carmichael numbers)) y esta´ calculada a partir de la definicio´n. Se buscan todos los pares
(n,m) de nu´meros de Carmichael primos entre s´ı, se multiplican, se factorizan y finalmente se
verifica que para cada factor primo p de nm, p− 1 divida a nm− 1. Evidentemente esto no es
barato de hacer, pero queda asegurado haber encontrado todos los posibles productos en una
lista determinada.
Divisibilidad Despue´s de pensar en multiplicar nu´meros es inevitable pensar en la operacio´n
inversa. Esta´ claro que las tablas que acabamos de calcular dan lugar a nu´meros de Carmi-
chael que son divisibles, cada uno, por otros 2 nu´meros de Carmichael. Tambie´n hay nu´meros
divisibles solo por un nu´mero de Carmichael, basta con fijarse en un nu´mero n de este tipo y
encontrar algu´n p que cumpla el teorema 38 de manera que np sea de Carmichael. De hecho,
habiendo notado esto, si se toma la construccio´n de las formas universales de Chernick Uk,
se tiene que dado un k, Uk es divisible por Uk−1, Uk−2,..., U3 y lo mismo pasa en el caso de
las formas universales Gk, o cualquier otra fo´rmula construida recursivamente como estas. Por
ejemplo, para m = 380, Uk es de Carmichael para k ≤ 6 y por tanto:
(6 · 380 + 1)(12 · 380 + 1)(18 · 380 + 1)(36 · 380 + 1)(72 · 380 + 1)(144 · 380 + 1)
es un nu´mero de Carmichael que tiene tres divisores propios que tambie´n son de Carmichael.
Los anexos E y F tienen ma´s ejemplos.
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Cap´ıtulo 7
Nu´meros de Carmichael mo´dulo 4 y 6
Tal y como se dijo en la seccio´n de pseudoprimos, los nu´meros de Carmichael pasaron
durante mucho tiempo un test de primalidad (el pequen˜o teorema de Fermat), y es lo´gico
preguntarse si lo siguen haciendo. Hoy en d´ıa, con los tests y los ordenadores modernos, eso es
pra´cticamente imposible, pero es interesante estudiar un poco este tema.
La mayor´ıa de los nu´meros de Carmichael cumplen que n ≡ 1 mod 4. Por ejemplo, los
nu´meros de Chernick:
(6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1) ≡ (2m+ 1)(2m+ 1) ≡ 1 mod 4
De los primeros 1124 nu´meros de Carmichael, solo 24 son de la forma 4k+ 3 y se recogen en la
tabla 7.1. Para entender este hecho, veamos que´ condiciones tiene que cumplir un nu´mero de
Carmichael n = p1...pk = 4m+ 3.
Cada pi debe ser a su vez de la forma 4h+ 3
k debe ser impar
Demostracio´n. Si existiera un i tal que pi 6≡ 3 mod 4, entonces pi ≡ 1 mod 4 y por el criterio
de Korselt, pi − 1 = 4h dividir´ıa a n− 1 = 2(2m+ 1), o equivalentemente, 2h a 2m+ 1, lo que
no es posible.
Para la paridad de factores primos, basta con observar que 3 · 3 ≡ 1 mod 4.
Teniendo esto en cuenta, queda claro que para n ≡ 1 mod 4 hay muchas ma´s formas de combinar
primos que para el caso n ≡ 3 mod 4.
Nota: Si se lee la demostracio´n de la cota del test de Rabin-Miller , se puede ver que el peor
caso, es decir con probabilidad de fallo igual a 1/4, se da justamente si el nu´mero que va a pasar
el test es un nu´mero de Carmichael con 3 factores primos congruente con 3 mo´dulo 4 [25].
Otro ejemplo similar es considerar los nu´meros de Carmichael en Z/(6). En este caso tambie´n
la mayor´ıa pertenece a la clase del 1. De los primeros 624, solo 23 no cumplen esta propiedad
y se recogen en la tabla 7.2. Igual que para el caso anterior, se pueden estudiar las condiciones
para que un nu´mero se pueda escribir como 6m+ 5 o 6m+ 3.
Sea n un nu´mero de Carmichael tal que n ≡ 3 o 5 mod 6. Si p es un factor primo de n,
debe ser a su vez congruente con 3 o 5 mo´dulo 6, pues en caso contrario, p− 1 = 6m dividir´ıa
a n − 1 = 6k + 2 = 2(3k + 1) (respectivamente a n − 1 = 6k + 4 = 2(3k + 2)), es decir 3m
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n factorizacio´n
8911 7 · 19 · 67
1024651 19 · 199 · 271
1152271 43 · 127 · 211
5481451 31 · 151 · 1171
10267951 67 · 331 · 463
14913991 43 · 127 · 2731
64377991 163 · 487 · 811
67902031 43 · 271 · 5827
139952671 131 · 571 · 1871
178482151 151 · 331 · 3571
368113411 43 · 631 · 13567
395044651 199 · 859 · 2311
612816751 251 · 751 · 3251
652969351 271 · 811 · 2971
743404663 103 · 1123 · 6427
1419339691 7 · 11 · 19 · 103 · 9419
1588247851 211 · 4111 · 1831
2000436751 487 · 1531 · 2683
2199931651 379 · 631 · 9199
2560600351 239 · 1667 · 6427
3102234751 7 · 11 · 151 · 251 · 1063
3215031751 151 · 751 · 28351
3411338491 11 · 71 · 127 · 163 · 211
4340265931 19 · 43 · 107 · 131 · 379
Cuadro 7.1: Primeros nu´meros de Carmichael n tales que n ≡ 3 mod 4
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n factorizacio´n n mod 6
561 3 · 11 · 17 3
2465 5 · 17 · 29 5
62745 3 · 5 · 47 · 89 3
162401 17 · 41 · 233 5
656601 3 · 11 · 101 · 197 3
1909001 41 · 101 · 461 5
5444489 29 · 197 · 953 5
11921001 3 · 29 · 263 · 521 3
19384289 89 · 353 · 617 5
26719701 3 · 29 · 197 · 1559 3
45318561 3 · 29 · 173 · 3011 3
84350561 107 · 743 · 1061 5
151530401 11 · 17 · 71 · 101 · 113 5
174352641 3 · 71 · 641 · 1277 3
221884001 131 · 521 · 3251 5
230996949 3 · 53 · 317 · 4583 3
275283401 71 · 701 · 5531 5
434932961 41 · 881 · 12041 5
662086041 3 · 89 · 617 · 4019 3
684106401 3 · 11 · 17 · 401 · 3041 3
689880801 3 · 41 · 71 · 197 · 401 3
710382401 137 · 953 · 5441 5
939947009 263 · 1049 · 3407 5
Cuadro 7.2: Primeros nu´meros de Carmichael n tales que n 6≡ 1 mod 6
dividir´ıa a 3k + 1 (respectivamente a 3k + 2), lo que no es posible.
Se tiene
5i mod 6 =
{
1 si i es par
5 si i es impar
En el caso en el que p = 6m + 3 = 3(2m + 1) es primo, debe ser m = 0 y p = 3. Por u´ltimo,
3 · 5 ≡ 3 mod 6. Conluyendo, si n ≡ 3 mod 6:
evidentemente debe ser mu´ltiplo de 3
cualquier otro factor primo distinto de 3 debe ser de la forma 6m+ 5
y si n ≡ 5 mod 6,
los factores primos de n deben ser a su vez de la forma 6m+ 5
n debe tener un nu´mero impar de factores primos
Como u´ltima observacio´n, a la vista de la tabla 7.2, se puede ver que hay una cantidad compa-
rable de nu´meros de Carmichael congruentes con 3 y con 5 mo´dulo 6.
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A diferencia de otros nu´meros de Carmichael presentados en este trabajo, en 2012 se de-
mostro´ que existen infinitos ejemplos de los tipos mencionados. El teorema que enunciamos a
continuacio´n, es el ana´logo para nu´meros de Carmichael del teorema de Dirichlet (ver pa´gina
6) sobre nu´meros primos en progresiones aritme´ticas.
Teorema 48 (T. Wright,[36]). Sean a y m dos enteros positivos primos entre s´ı. Entonces
existen infinitos nu´meros de Carmichael n tales que n ≡ a mod m.
La demostracio´n de este resultado sigue las l´ıneas generales de [1] y no se corresponde con
el nivel de este trabajo.
Nota: Queda demostrado que existen infinitos nu´meros de Carmichael en la sucesio´n {am+b},
sin embargo, puesto que m.c.d.(a, b) = 1, b no puede ser 0 si a > 1. Es decir, no se sabe si




En general los nu´meros de Carmichael no constituyen ninguna amenaza para la fiabilidad
de un test, pero supongamos que se da el caso y dicho nu´mero de Carmichael es usado en vez
de un primo. Un caso interesante en este supuesto es el criptosistema de clave pu´blica RSA
[32]. Recordemos brevemente co´mo funciona:
1. Se eligen dos primos (grandes) p y q.
2. Se calcula n = p · q y (p− 1)(q − 1)
3. Se escoge un entero positivo d menor que (p−1)(q−1) y tal que m.c.d.(d, (p−1)(q−1)) = 1
4. Se calcula el inverso de d: e ≡ d−1 mod (p− 1)(q − 1)
La clave pu´blica de un usuario es (e, n) y la clave privada (d, n). De esta manera, si se le
quiere enviar un mensaje m < n a este usuario, para cifrarlo basta con calcular c = me mod
n y para descifrarlo m = cd mod n. En efecto, por ser p y q primos, se tiene (p − 1)(q − 1) =
ϕ(p) · ϕ(q) = ϕ(pq), luego podemos escribir e · d = 1 + kϕ(n) para algu´n k natural. As´ı,
med ≡ m · (mϕ(n))k ≡ m · 1 mod n
Se esta´ aplicando el teorema de Euler, por lo tanto m y n deben ser primos entre s´ı, pero puede
no darse el caso. Veamos que, en esa situacio´n, el cifrado y el descifrado siguen funcionando: m
debe ser menor que n entonces o bien p divide a m o bien q divide a m. Supongamos que p divide
a m (lo que implica m.c.d.(m, q) = 1), entonces m ≡ 0 mod p y trivialmente med ≡ m mod p.
Por otro lado, por el pequen˜o teorema de Fermat, mq−1 ≡ 1 mod q y como ϕ(n) = (q−1)(p−1),
se tiene mϕ(n) ≡ 1 mod q y as´ı med ≡ m mod q. Por tanto, como p y q son primos, med ≡ m
mod pq.
El siguiente lema sirve para demostrar que aunque no se usen nu´meros primos, el cifrado y
el descifrado pueden seguir siendo funcionales.
Lema 49 (Huthnance y Warndof [16]). Sea n ∈ Z tal que an ≡ a mod n para cualquier entero
a. Es decir, n es primo o de Carmichael. Entonces, para cualquier entero k
a(n−1)k+1 ≡ a mod n
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Demostracio´n. Se probara´ que a(n−1)k+1−a es mu´ltiplo de an−a que, por hipo´tesis, es divisible
por n.
a(n−1)k+1 − a = a(a(n−1)k − 1)
= a(an−1 − 1)(a(n−1)(k−1) + a(n−1)(k−2) + ...+ an−1 + a+ 1)
= (an − a)(a(n−1)(k−1) + ...+ a+ 1)
Veamos que´ pasa si elegimos dos nu´meros de Carmichael p y q, primos entre s´ı, y los
utilizamos en el RSA. Se siguen los pasos 2, 3 y 4 del algoritmo. Sea m < p · q el mensaje y me
mod pq el mensaje cifrado. Hay que ver que (me)d mod pq efectivamente descifra el mensaje.
Por co´mo se definieron e y d, existe un k tal que ed − 1 = (p − 1)(q − 1)k. Aplicando el lema
al nu´mero de Carmichael p y al producto (q − 1)k se demuestra el descifrado.
a(p−1)[(q−1)k]+1 ≡ a mod p⇔ aed−1+1 = aed ≡ a mod p
Huthnance y Warndof describieron un algoritmo para encontrar enteros que cumplieran el
teorema de Fermat cuyo costo computacional es considerablemente ma´s bajo que el de un test
de primalidad esta´ndar, alegando que ahorrar´ıan ca´lculos sin reducir la seguridad. Afirman que
aunque sea ma´s fa´cil factorizar n = pq, esto se ve compensado por el problema combinatorio
que supone encontrar cua´les son de hecho p y q. Una de´cada despue´s de haber publicado ese
art´ıculo, Pinch [26] advirtio´ del riesgo para la seguridad del sistema si efectivamente se utiliza-
ban nu´meros compuestos.
Con la notacio´n anterior, sea me mod n el mensaje cifrado. Si un esp´ıa es capaz de factorizar
n = p · q siendo p y q nu´meros de Carmichael, entonces no le hace falta conocer la llave d, pues
puede calcular fa´cilmente una clave privada alternativa d′ ≡ e−1 mod λ(n) para descifrar me.
Para justificar la existencia de este inverso basta con notar que por ser p y q de Carmichael, λ(p)
divide a p−1 y λ(q) divide a q−1. Adema´s, λ(n) = λ(m.c.m.(p, q)) pues p y q son primos entre
s´ı. Por tanto, como λ(p) y λ(q) dividen a (p−1)(q−1), esta´ claro que λ(n) = m.c.m.(λ(p), λ(q))
tambie´n divide a (p − 1)(q − 1) y puesto que e no divide a (p − 1)(q − 1), tampoco divide a
ninguno de sus divisores. Es decir, m.c.d.(e, λ(n)) = 1 y e tiene inverso mo´dulo λ(n).
Si n y m son primos entre s´ı, se aplica el teorema 26 directamente para ver que d′ efecti-
vamente descifra el mensaje. Si no, como n no tiene factores primos repetidos, se puede escribir
n = p1...pk y examinar cada caso mo´dulo pi razonando igual que para el RSA esta´ndar. Si pi




Las definiciones que se vera´n a continuacio´n son fruto de la modificacio´n del criterio de
Korselt.
9.1. Super-nu´meros de Carmichael
El nombre de esta seccio´n esta´ dado por McIntosh [22].
Definicio´n 15. Sea un n un nu´mero de Carmichael. Se dice que n es un su´per nu´mero de
Carmichael si para todo primo p que divide a n, p+1 divide a n−1. Es decir, n−1 es mu´ltiplo
de p− 1 y p+ 1.
Recordemos que el test de Baillie-PSW (ver teorema 23) ten´ıa dos pasos, uno de pseudo-
primalidad fuerte en base 2 y uno de pseudoprimalidad de Lucas : si en el segundo paso no se





sea −1, entonces un su´per nu´mero de Carmichael pasa el
test.







































Como p ± 1 divide a n − 1, tambie´n debe dividir a n/p − p, por lo tanto m.c.m.(p + 1, p − 1)
divide a n/p− p. Como p+ 1 = (p− 1) + 2 y p± 1 es par, (p+ 1)(p− 1)/2 debe ser un divisor
de n− 1.
Teorema 51. Sea n un su´per-nu´mero de Carmichael. Entonces n tiene al menos 4 factores
primos y el menor es mayor o igual que 5. Adema´s n ≡ 1 mod 12.
Demostracio´n. Por ser n de Carmichael, ya se sabe que debe tener al menos 3 factores pri-
mos, todos impares. Sea n = p1 · · · pk su factorizacio´n en nu´meros primos. En el conjunto
{pj − 1, pj, pj + 1} hay al menos un mu´ltiplo de 3 y si algu´n pi fuera 3, tendr´ıa que dividir al
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menos a uno de ellos. A pj no lo puede dividir por ser primos distintos. Si pi dividiera a pj ± 1,
dividir´ıa a su vez a n− 1. Contradiccio´n.
Por otro lado, como cada p es impar, debe ser p ≡ 1 o 3 mod 4, con lo cual p + 1 o p − 1
es mu´ltiplo de 4 y el otro de 2. Adema´s, tambie´n uno de los dos debe ser mu´ltiplo de 3, por lo
tanto (p2 − 1)/2 es mu´ltiplo de 12. Por el lema anterior, n/p − p tambie´n es mu´ltiplo de 12,
entonces n ≡ p2 mod 12 y por tanto n ≡ 1 mod 12.
Para ver que tiene al menos 4 factores primos, se puede consultar [22].
Algunos ejemplos publicados por McIntosh:
17 · 31 · 41 · 43 · 89 · 97 · 167 · 331
41 · 53 · 79 · 103 · 239 · 271 · 509
17 · 37 · 41 · 71 · 79 · 97 · 113 · 131 · 191
17 · 61 · 71 · 89 · 197 · 311 · 769 · 2729
19 · 41 · 43 · 71 · 89 · 127 · 199 · 449 · 991
29 · 37 · 79 · 181 · 191 · 449 · 701 · 3457
17 · 29 · 37 · 41 · 151 · 199 · 449 · 571 · 5851
41 · 53 · 79 · 137 · 139 · 181 · 239 · 271 · 1429
13 · 17 · 19 · 29 · 41 · 89 · 97 · 127 · 199 · 251 · 449
17 · 23 · 29 · 37 · 41 · 43 · 61 · 109 · 199 · 419 · 881
Para terminar esta seccio´n, mencionaremos los nu´meros de William, denominados as´ı por O.Echi
[11].
Definicio´n 16. Se dice que un nu´mero de Carmichael n es un nu´mero de William si para todo
primo p que divide a n, p+ 1 divide a n+ 1.
Esta´ demostrado que existen infinitos enteros tales que p+1 divide a n+1 para todo divisor
primo p de n, y como ya sabemos, tambie´n esta´ demostrado que existen infinitos enteros tales
que p−1 divide a n−1 para todo divisor primo p de n. Los nu´meros de William son justamente
la interseccio´n de estos dos conjuntos de nu´meros. Sin embargo, a d´ıa de hoy, no se sabe si dichos
conjuntos son disjuntos o no.
9.2. Orden
En [15], E.Howe define los nu´meros de Carmichael algebraicamente.
Teorema 52. Un entero compuesto n es de Carmichael si y solo si la aplicacio´n x 7→ xn es
un endomorfismo de Z/(n).
Demostracio´n.
Sea n ∈ N de Carmichael. Basta con probar que (a + b)n ≡ an + bn mod n, pues el resto de
propiedades para que x 7→ xn sea un endomorfismo de Z/(n) son inmediatas. Utilizando la
segunda definicio´n de la definicio´n 12, se tiene por un lado (a + b)n ≡ a + b mod n y por otro
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lado, an ≡ a mod n y bn ≡ b mod n, luego an + bn ≡ a+ b mod n.
Rec´ıprocamente, veamos que si (a + b)n ≡ an + bn mod n, entonces n es de Carmichael. Para
1, se cumple la definicio´n: 1n ≡ 1 mod n. Supongamos que se cumple para un a y veamos que
sigue siendo cierto para a+ 1. Por hipo´tesis,
(a+ 1)n ≡ an + 1 mod n
y por hipo´tesis de induccio´n an ≡ a mod n, por tanto (a + 1)n ≡ a + 1 mod n y n es de
Carmichael.
A partir de este teorema se consigue un nuevo tipo de nu´meros de Carmichael, los de orden
m.
Definicio´n 17. Se dice que n es un nu´mero de Carmichael de orden m si es compuesto y la
aplicacio´n x 7→ xn es un endomorfismo de cada Z/(n)-a´lgebra que se puede generar como un
Z/(n)-mo´dulo por m elementos.
Definicio´n equivalente.
Definicio´n 18. Sea n un entero compuesto y m ∈ N. Entonces n es de Carmichael de orden
m si y solo si
n es libre de cuadrados
Para todo divisor primo p de n, y para todo entero r tal que 0 < r ≤ m, existe un entero
i ≥ 0 que cumple n ≡ pi mod (pr − 1).
El caso particular en el que i es siempre nulo, se tiene la siguiente definicio´n.
Definicio´n 19. Sea n un nu´mero de Carmichael. Se dice que es r´ıgido de orden m si pr − 1
divide a n− 1 para todo divisor primo p de n y para todo entero r tal que 0 < r ≤ m.
Notas:
Es inmediato ver que todo nu´mero de Carmichael r´ıgido de orden 2 es un su´per-nu´mero
de Carmichael, pues p2 − 1 = (p+ 1)(p− 1) divide a n− 1.
Todos los nu´meros de Carmichael son r´ıgidos de orden 1.
El nu´mero 17 · 31 · 41 · 43 · 89 · 97 · 167 · 331 es el u´nico nu´mero de Carmichael r´ıgido de
orden 2 menor que 1016.
Otros ejemplos son:
31 · 37 · 101 · 103 · 109 · 199 · 419 · 449 · 521 · 571 · 911 · 2089 · 2551 · 5851 · 11969
41 · 67 · 79 · 181 · 199 · 233 · 239 · 307 · 449 · 521 · 1217 · 1871 · 4159 · 5851 · 9281
23 · 43 · 59 · 61 · 79 · 89 · 113 · 131 · 151 · 191 · 307 · 311 · 373 · 419 · 433 · 463 · 701 · 1217 · 2551
El nu´mero
23·67·71·89·109·113·191·199·233·239·271·307·373·419·521·911·929·1153·1217·1429·2089·2729·23561
tambie´n tiene orden 2 pero no es r´ıgido pues es congruente con 1153 mo´dulo 11532 − 1.
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En estos nu´meros, tomados de [15], observamos una gran cantidad de factores primos. Los
siguientes resultados dan una cota inferior para el nu´mero de factores primo, aunque no es la
que se esperar´ıa a la vista de los ejemplos dados.
Proposicio´n 53. [12] Si m es un nu´mero de Carmichael de orden m entonces tiene al menos
m+ 2 factores primos.
Proposicio´n 54. [12] Si m es un nu´mero de Carmichael r´ıgido de orden m entonces tiene al





siendo ϕ(k) la funcio´n de Euler.
9.3. a-nu´mero de Korselt
Tambie´n llamados a-nu´meros de Carmichael, toman su nombre del criterio de Korselt (ver
[11], [3]).
Definicio´n 20. Sea n ∈ N − {0, 1} no primo y a un entero no nulo. Se dice que n 6= a es un
a-nu´mero de Korselt si cumple:
n es libre de cuadrados
p− a divide a n− a para todo divisor primo p de n.
Nota: Los nu´meros de Carmichael son exactamente los 1-nu´meros de Korselt y los nu´meros
de William los ±1-nu´meros de Korselt.
Proposicio´n 55 ([3]). Sea n un a-nu´mero de Korselt. Se cumple:
Si a ≤ 1 entonces un a-nu´mero de Korselt tiene al menos 3 factores primos.
Si a > 1, p < q son dos nu´meros primos y n = pq, entonces q ≤ 4a − 3. En particular,
fijado a, hay una cantidad finita de a-nu´meros de Korselt con 2 factores primos.
Si a 6= 0 y p y q son respectivamente el menor y el mayor de los factores primos de n,
entonces 2q − n+ 1 ≤ a ≤ n+p
2
Teorema 56 ([3]). Sean p y q dos primos impares distintos y a = p+ q − 1. Entonces n = pq
es un a-nu´mero de Korselt
Demostracio´n. Por definicio´n, n es compuesto y libre de cuadrados. Adema´s, n− a = pq− p−
q + 1 = (p− 1)(q − 1) es divisible por p− a = −(q − 1) y por q − a = −(p− 1), por tanto n es
un a-nu´mero de Korselt.
Teorema 57. Sea p un nu´mero primo tal que 3p − 2 y 3p + 2 sean primos tambie´n. Sea
a ∈ {±3p, 5p} Entonces n = p(3p− 2)(3p+ 2) es un a-nu´mero de Korselt.
Demostracio´n. Igual que en la demostracio´n anterior, n es compuesto y libre de cuadrados.
Falta ver que q − a divide a n − a para cada divisor primo q de n. Notemos que si p es 2,
entonces 3p− 2 no es primo y que si 3p+ 2 = 2 o si 3p− 2 = 2, entonces p no es primo. Por lo
tanto n es producto de 3 primos impares.
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p(3p− 2)(3p+ 2) 5p 3p
3 · 11 · 7 15 9
5 · 17 · 13 25 15
7 · 23 · 19 35 21
13 · 41 · 37 65 39
23 · 71 · 67 115 69
37 · 113 · 109 185 111
43 · 131 · 127 215 129
Cuadro 9.1: Los productos p(3p− 2)(3p+ 2) de esta tabla son 5p y ±3p-nu´meros de Korselt
a = 3p Como n y p son impares, n−3p es par y esta´ claro que (3p−2)−3p = −2 y (3p+2)−3p = 2
dividen a n−a. Adema´s, desarrollando n−3p = 9p3−7p = p(9p2−7) se ve que es mu´ltiplo
de p− 3p = −2p.
a = −3p Para este caso escribimos n− a = n+ 3p = 9p3− p = p(3p− 1)(3p+ 1) y observamos que
3p± 1 es par y en consecuencia n− a es divisible por 4. Es fa´cil deducir que p+ 3p = 4p,
(3p+ 2) + 3p = 2(3p+ 1) y (3p− 2) + 3p = 2(3p− 1) son divisores de n+ 3p.
a = 5p Igual que en el caso anterior, es fa´cil ver que p− 5p = −4p, (3p+ 2)− 5p = −2(p− 1) y
(3p− 2)− 5p = −2(p+ 1) dividen a n− 5p = 9p(p+ 1)(p− 1).
9.4. Nu´meros de Kno¨del
Los nu´meros de Kno¨del son un ejemplo de generalizacio´n en la que no se modifica el criterio
de Korselt, sino directamente la definicio´n.
Definicio´n 21. Dado i ∈ N\{0}, se dice que un entero compuesto n esta´ en el conjunto de
Kno¨del Ci si a
n−i ≡ 1 mod n para todo a coprimo con n tal que 1 < a < n.
Teorema 58 (Makowski, ver [31] cap´ıtulo 2, Seccio´n IX). Si i ≥ 2, entonces cada Ci es infinito.
Demostracio´n. Dado i, se define A = {a ∈ Z : 1 < a < i, m.c.d.(a, i) = 1} y ra como el orden





Por definicio´n de r, ar ≡ 1 mod i para todo a ∈ A. Por otro lado, existen infinitos primos p
tales que p ≡ 1 mod r (aplicar teorema 5 con uk = 1 + kr). Para cada p > i, se pone n = ip y
veamos que n cumple la definicio´n:
an−i = aip−i = ai(p−1) = aikr ≡ 1 mod i
y por el pequen˜o teorema de Fermat
an−i = ai(p−1) ≡ 1 mod p
Ahora, como p es primo y mayor que i, son primos entre s´ı y por tanto su producto divide a
an−i−1, o equivalentemente, n pertenece a Ci. Puesto que hay infinitos p, tambie´n hay infinitos
i.
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Gracias al trabajo de Alford, Granville y Pomerance [1], el teorema se puede extender a
i = 1, que es el conjunto de los nu´meros de Carmichael. Comparada con la demostracio´n de
este resultado, la prueba del teorema 58 es muy elemental. En la siguiente tabla se muestran
algunos nu´meros que pertenecen a un conjunto de Kno¨del (fuente: oeis.org)
C2 C3 C4 C5
4 9 6 25
6 15 8 65
8 21 12 85
10 33 16 145
12 39 20 165
14 51 24 185
22 57 28 205
24 63 40 265
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Cap´ıtulo 10
Problemas abiertos y resueltos
Lo siguientes enunciados son problemas abiertos
Erdo¨s conjeturo´ lo siguiente: si C(x) es la cantidad de nu´meros de Carmichael menores
que x, entonces C(x) > x1−ε para algu´n 1 > ε > 0
¿Existen infinitos nu´meros de Chernick? Es decir, nu´meros de Carmichael con 3 factores
primos que se pueden descomponer como n = (6m+ 1)(12m+ 1)(18m+ 1) y en general,
¿existen infinitos nu´meros de Carmichael construidos a partir de una forma universal
cualquiera?
¿Existen infinitos nu´meros de Carmichael con exactamente k factores primos?
¿Existen infinitos nu´meros de Carmichael mu´ltiplos de un k ∈ Z concreto?
¿Existen infinitos nu´meros de Carmichael que sean producto de otros dos?
Dar un ejemplo de un nu´mero de Williams.
Enumerar los tres primeros nu´meros de Carmichael de orden 2
Dar un ejemplo de un nu´mero de Carmichael de orden 3.
¿Existen infinitos nu´meros de Carmichael de orden 2?
¿Existe alguna sucesio´n de nu´meros de Carmichael de manera que se vayan dividiendo
sucesivamente?
A continuacio´n veremos algunos resultados que estuvieron abiertos mucho tiempo. El primero
y ma´s importante es el de Alford, Granville y Pomerance en 1991 que demuestra que hay infinitos
nu´meros de Carmichael (ver pa´gina 25), en particular demostraron que C(x) > x2/7, cota que
se ha mejorado hasta x0,33 [14]. La demostracio´n que dieron sirvio´ como modelo para la mayor´ıa
de los avances en esta materia. Por ejemplo, el art´ıculo [36] de T. Wright que demuestra que
si m.c.d.(a, b) = 1, entonces la sucesio´n {an+ b}n∈N contiene infinitos nu´meros de Carmichael,
sigue las mismas te´cnicas y adema´s se puede modificar para demostrar que existen infinitos
nu´meros n tales que si p es primo y divide a n entonces p+ 1 divide a n+ 1. Otro ejemplo ma´s
reciente, es el art´ıculo [2] de W. D. Banks y T. Freiberg en donde se prueba que hay infinitos
nu´meros de Carmichael de manera que todos sus factores primos son de la forma 1 + a2 + b2,
siendo a y b primos entre s´ı.
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J. Cilleruelo, J. Luca y A. Pizarro-Madariaga publicaron en 2016 un art´ıculo en el que se
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561 3 · 11 · 17 512461 31 · 61 · 271 3146221 13 · 31 · 37 · 211
1105 5 · 13 · 17 530881 13 · 97 · 421 3224065 5 · 13 · 193 · 257
1729 7 · 13 · 19 552721 13 · 17 · 41 · 61 3581761 29 · 113 · 1093
2465 5 · 17 · 29 656601 3 · 11 · 101 · 197 3664585 5 · 29 · 127 · 199
2821 7 · 13 · 31 658801 11 · 13 · 17 · 271 3828001 101 · 151 · 251
6601 7 · 23 · 41 670033 7 · 13 · 37 · 199 4335241 53 · 157 · 521
8911 7 · 19 · 67 748657 7 · 13 · 19 · 433 4463641 7 · 13 · 181 · 271
10585 5 · 29 · 73 825265 5 · 7 · 17 · 19 · 73 4767841 13 · 19 · 97 · 199
15841 7 · 31 · 73 838201 7 · 13 · 61 · 151 4903921 11 · 31 · 73 · 197
29341 13 · 37 · 61 852841 11 · 31 · 41 · 61 4909177 7 · 13 · 73 · 739
41041 7 · 11 · 13 · 41 997633 7 · 13 · 19 · 577 5031181 19 · 23 · 29 · 397
46657 13 · 37 · 97 1024651 19 · 199 · 271 5049001 31 · 271 · 601
52633 7 · 73 · 103 1033669 7 · 13 · 37 · 307 5148001 41 · 241 · 521
62745 3 · 5 · 47 · 89 1050985 5 · 13 · 19 · 23 · 37 5310721 13 · 37 · 61 · 181
63973 7 · 13 · 19 · 37 1082809 7 · 13 · 73 · 163 5444489 29 · 197 · 953
75361 11 · 13 · 17 · 31 1152271 43 · 127 · 211 5481451 31 · 151 · 1171
101101 7 · 11 · 13 · 101 1193221 31 · 61 · 631 5632705 5 · 13 · 193 · 449
115921 13 · 37 · 241 1461241 37 · 73 · 541 5968873 43 · 127 · 1093
126217 7 · 13 · 19 · 73 1569457 17 · 19 · 43 · 113 6049681 11 · 31 · 113 · 157
162401 17 · 41 · 233 1615681 23 · 199 · 353 6054985 5 · 53 · 73 · 313
172081 7 · 13 · 31 · 61 1773289 7 · 19 · 67 · 199 6189121 61 · 241 · 421
188461 7 · 13 · 19 · 109 1857241 31 · 181 · 331 6313681 11 · 17 · 19 · 1777
252601 41 · 61 · 101 1909001 41 · 101 · 461 6733693 109 · 163 · 379
278545 5 · 17 · 29 · 113 2100901 11 · 31 · 61 · 101 6840001 7 · 17 · 229 · 251
294409 37 · 73 · 109 2113921 19 · 31 · 37 · 97 6868261 43 · 211 · 757
314821 13 · 61 · 397 2433601 17 · 37 · 53 · 73 7207201 17 · 353 · 1201
334153 19 · 43 · 409 2455921 13 · 19 · 61 · 163 7519441 41 · 241 · 761
340561 13 · 17 · 23 · 67 2508013 53 · 79 · 599 7995169 7 · 13 · 103 · 853
399001 31 · 61 · 211 2531845 5 · 19 · 29 · 919 8134561 37 · 109 · 2017
410041 41 · 73 · 137 2628073 7 · 37 · 73 · 139 8341201 11 · 31 · 61 · 401
449065 5 · 19 · 29 · 163 2704801 11 · 29 · 61 · 139 8355841 13 · 41 · 61 · 257
488881 37 · 73 · 181 3057601 43 · 211 · 337 8719309 19 · 37 · 79 · 157
Fuente: OEIS, lista A002997
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Ape´ndice B
Nu´meros de Carmichael con 3 factores
primos
561 3 · 11 · 17 3581761 29 · 113 · 1093 35703361 61 · 277 · 2113
1105 5 · 13 · 17 3828001 101 · 151 · 251 36765901 37 · 613 · 1621
1729 7 · 13 · 19 4335241 53 · 157 · 521 37964809 109 · 379 · 919
2465 5 · 17 · 29 5049001 31 · 271 · 601 43331401 43 · 631 · 1597
2821 7 · 13 · 31 5148001 41 · 241 · 521 50201089 97 · 673 · 769
6601 7 · 23 · 41 5444489 29 · 197 · 953 53711113 157 · 313 · 1093
8911 7 · 19 · 67 5481451 31 · 151 · 1171 56052361 211 · 421 · 631
10585 5 · 29 · 73 5968873 43 · 127 · 1093 60957361 61 · 181 · 5521
15841 7 · 31 · 73 6189121 61 · 241 · 421 62756641 109 · 241 · 2389
29341 13 · 37 · 61 6733693 109 · 163 · 379 64377991 163 · 487 · 811
46657 13 · 37 · 97 6868261 43 · 211 · 757 67902031 43 · 271 · 5827
52633 7 · 73 · 103 7207201 17 · 353 · 1201 68154001 151 · 601 · 751
115921 13 · 37 · 241 7519441 41 · 241 · 761 79411201 193 · 257 · 1601
162401 17 · 41 · 233 8134561 37 · 109 · 2017 79624621 139 · 691 · 829
252601 41 · 61 · 101 9439201 61 · 271 · 571 82929001 281 · 421 · 701
294409 37 · 73 · 109 10024561 71 · 271 · 521 84350561 107 · 743 · 1061
314821 13 · 61 · 397 10267951 67 · 331 · 463 90698401 103 · 647 · 1361
334153 19 · 43 · 409 11972017 43 · 433 · 643 92625121 181 · 631 · 811
399001 31 · 61 · 211 14469841 73 · 379 · 523 96895441 109 · 433 · 2053
410041 41 · 73 · 137 14676481 71 · 421 · 491 99036001 61 · 541 · 3001
488881 37 · 73 · 181 14913991 43 · 127 · 2731 101649241 61 · 661 · 2521
512461 31 · 61 · 271 15247621 61 · 181 · 1381 104569501 47 · 1151 · 1933
530881 13 · 97 · 421 15829633 43 · 547 · 673 114910489 127 · 659 · 1373
1024651 19 · 199 · 271 17098369 113 · 337 · 449 115039081 157 · 313 · 2341
1152271 43 · 127 · 211 17236801 151 · 211 · 541 116682721 281 · 617 · 673
1193221 31 · 61 · 631 17316001 53 · 157 · 2081 118901521 271 · 541 · 811
1461241 37 · 73 · 541 19384289 89 · 353 · 617 124630273 109 · 229 · 4993
1615681 23 · 199 · 353 23382529 97 · 193 · 1249 127664461 71 · 421 · 4271
1857241 31 · 181 · 331 26280073 73 · 157 · 2293 133800661 109 · 541 · 2269
1909001 41 · 101 · 461 29111881 211 · 281 · 491 139952671 131 · 571 · 1871
2508013 53 · 79 · 599 31405501 71 · 631 · 701 146843929 163 · 379 · 2377
3057601 43 · 211 · 337 34657141 191 · 421 · 431 153589801 151 · 701 · 1451
Fuente: OEIS, lista A087788 64
Ape´ndice C
Nu´meros de Carmichael con 5 factores
primos
825265 5 · 7 · 17 · 19 · 73 115542505 5 · 13 · 43 · 67 · 617
1050985 5 · 13 · 19 · 23 · 37 129255841 11 · 13 · 19 · 113 · 421
9890881 7 · 11 · 13 · 41 · 241 130032865 5 · 19 · 97 · 103 · 137
10877581 11 · 13 · 29 · 43 · 61 133205761 13 · 17 · 41 · 61 · 241
12945745 5 · 19 · 29 · 37 · 127 134857801 13 · 19 · 29 · 67 · 281
13992265 5 · 7 · 19 · 53 · 397 140241361 13 · 29 · 41 · 43 · 211
16778881 7 · 17 · 19 · 41 · 181 145124785 5 · 13 · 43 · 137 · 379
18162001 11 · 13 · 17 · 31 · 241 151530401 11 · 17 · 71 · 101 · 113
27336673 7 · 13 · 23 · 37 · 353 158404141 7 · 31 · 37 · 109 · 181
28787185 5 · 7 · 19 · 73 · 593 161242705 5 · 13 · 17 · 337 · 433
31146661 7 · 13 · 31 · 61 · 181 161913961 11 · 31 · 37 · 41 · 313
36121345 5 · 13 · 17 · 97 · 337 169057801 11 · 19 · 41 · 109 · 181
37167361 7 · 11 · 41 · 61 · 193 169570801 17 · 19 · 29 · 43 · 421
40280065 5 · 7 · 67 · 89 · 193 172430401 11 · 13 · 31 · 97 · 401
41298985 5 · 7 · 13 · 139 · 653 173085121 11 · 31 · 53 · 61 · 157
41341321 7 · 19 · 31 · 37 · 271 175997185 5 · 7 · 13 · 503 · 769
41471521 7 · 13 · 31 · 61 · 241 181154701 7 · 13 · 37 · 173 · 311
47006785 5 · 7 · 17 · 199 · 397 182356993 7 · 13 · 73 · 97 · 283
67371265 5 · 13 · 37 · 109 · 257 187188001 7 · 11 · 13 · 41 · 4561
67994641 11 · 13 · 37 · 71 · 181 188689501 7 · 11 · 13 · 251 · 751
69331969 7 · 19 · 37 · 73 · 193 193708801 11 · 13 · 31 · 37 · 1181
74165065 5 · 13 · 59 · 83 · 233 225745345 5 · 7 · 23 · 193 · 1453
75151441 17 · 19 · 29 · 71 · 113 241242001 7 · 11 · 13 · 401 · 601
76595761 11 · 17 · 31 · 73 · 181 242641153 17 · 19 · 37 · 79 · 257
88689601 7 · 11 · 13 · 41 · 2161 266003101 7 · 13 · 37 · 199 · 397
93614521 7 · 11 · 13 · 41 · 2281 270857521 11 · 19 · 41 · 73 · 433
93869665 5 · 17 · 29 · 113 · 337 280761481 7 · 11 · 13 · 41 · 6841
100427041 11 · 13 · 17 · 109 · 379 292776121 11 · 31 · 41 · 43 · 487
101957401 7 · 13 · 19 · 109 · 541 296559361 7 · 31 · 73 · 97 · 193
102090781 13 · 19 · 31 · 67 · 199 301704985 5 · 43 · 47 · 73 · 409
105117481 7 · 19 · 37 · 41 · 521 302751505 5 · 7 · 103 · 137 · 613
Fuente: OEIS, lista A112428
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Ape´ndice D
Nu´meros de Carmichael con 7 y 9
factores primos
Nu´meros de Carmichael con 7 factores primos
5394826801 7 · 13 · 17 · 23 · 31 · 67 · 73
6295936465 5 · 7 · 13 · 37 · 47 · 73 · 109
12452890681 7 · 11 · 19 · 31 · 37 · 41 · 181
13577445505 5 · 13 · 17 · 19 · 59 · 97 · 113
15182481601 7 · 17 · 19 · 31 · 53 · 61 · 67
20064165121 7 · 11 · 13 · 37 · 41 · 73 · 181
22541365441 7 · 17 · 23 · 37 · 41 · 61 · 89
24673060945 5 · 13 · 19 · 29 · 37 · 43 · 433
26242929505 5 · 13 · 23 · 37 · 67 · 73 · 97
26602340401 7 · 13 · 17 · 19 · 37 · 61 · 401
27405110161 11 · 13 · 19 · 37 · 41 · 61 · 109
28553256865 5 · 7 · 17 · 37 · 73 · 109 · 163
33203881585 5 · 7 · 17 · 19 · 37 · 163 · 487
38059298641 7 · 13 · 17 · 31 · 37 · 89 · 241
39696166081 11 · 13 · 17 · 19 · 61 · 73 · 193
40460634865 5 · 7 · 17 · 53 · 79 · 109 · 149
Nu´meros de Carmichael con 9 factores primos
9746347772161 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 31 · 37 · 41 · 641
11537919313921 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 37 · 61 · 97 · 163
11985185775745 5 · 7 · 13 · 17 · 19 · 37 · 73 · 109 · 277
14292786468961 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 31 · 61 · 97 · 241
23239986511105 5 · 7 · 13 · 17 · 19 · 23 · 67 · 89 · 1153
24465723528961 11 · 13 · 19 · 31 · 37 · 41 · 43 · 61 · 73
26491881502801 11 · 13 · 17 · 19 · 29 · 31 · 37 · 43 · 401
27607174936705 5 · 7 · 13 · 17 · 19 · 67 · 73 · 193 · 199
30614445878401 7 · 11 · 17 · 19 · 31 · 37 · 61 · 73 · 241
30912473358481 11 · 13 · 17 · 29 · 31 · 41 · 43 · 71 · 113
34830684315505 5 · 13 · 17 · 23 · 29 · 37 · 89 · 113 · 127
51620128928641 7 · 13 · 17 · 31 · 37 · 47 · 61 · 73 · 139
Fuente: OEIS, listas A112430 y A112432
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Ape´ndice E
Nu´meros de Carmichael que son
producto de otros 2
n1 n2 n1n2
1729 7 · 13 · 19 294409 37 · 73 · 109 509033161
15841 7 · 31 · 73 115921 13 · 37 · 241 1836304561
15841 7 · 31 · 73 340561 13 · 17 · 23 · 67 5394826801
488881 37 · 73 · 181 41041 7 · 11 · 13 · 41 20064165121
15841 7 · 31 · 73 1615681 23 · 199 · 353 25594002721
2465 5 · 17 · 29 19384289 89 · 353 · 617 47782272385
1461241 37 · 73 · 541 41041 7 · 11 · 13 · 41 59970791881
15841 7 · 31 · 73 4767841 13 · 19 · 97 · 199 75527369281
15841 7 · 31 · 73 5310721 13 · 37 · 61 · 181 84127131361
512461 31 · 61 · 271 188461 7 · 13 · 19 · 109 96578912521
6601 7 · 23 · 41 17586361 13 · 61 · 67 · 331 116087568961
15841 7 · 31 · 73 17586361 13 · 61 · 67 · 331 278585544601
9439201 61 · 271 · 571 41041 7 · 11 · 13 · 41 387394248241
488881 37 · 73 · 181 852841 11 · 31 · 41 · 61 416937760921
314821 13 · 61 · 397 1857241 31 · 181 · 331 584698468861
530881 13 · 97 · 421 3057601 43 · 211 · 337 1623222276481
3057601 43 · 211 · 337 552721 13 · 17 · 41 · 61 1690000282321
41041 7 · 11 · 13 · 41 43584481 17 · 31 · 191 · 433 1788750684721
115921 13 · 37 · 241 16778881 7 · 17 · 19 · 41 · 181 1945024664401
15841 7 · 31 · 73 133205761 13 · 17 · 41 · 61 · 241 2110112460001
115921 13 · 37 · 241 20964961 17 · 19 · 47 · 1381 2430279244081
314821 13 · 61 · 397 8830801 7 · 19 · 67 · 991 2780121601621
488881 37 · 73 · 181 6189121 61 · 241 · 421 3025743663601
115921 13 · 37 · 241 27402481 31 · 43 · 61 · 337 3176523000001
15841 7 · 31 · 73 216821881 331 · 661 · 991 3434675416921
1461241 37 · 73 · 541 2455921 13 · 19 · 61 · 163 3588692457961
115921 13 · 37 · 241 34196401 17 · 47 · 127 · 337 3964081000321
96895441 109 · 433 · 2053 41041 7 · 11 · 13 · 41 3976685794081
15841 7 · 31 · 73 346808881 19 · 23 · 37 · 89 · 241 5493799483921
8911 7 · 19 · 67 652969351 271 · 811 · 2971 5818609886761
1461241 37 · 73 · 541 4463641 7 · 13 · 181 · 271 6522455238481
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n1 n2 n1n2
115921 13 · 37 · 241 60957361 61 · 181 · 5521 7066238244481
14676481 71 · 421 · 491 552721 13 · 17 · 41 · 61 8111999254801
314821 13 · 61 · 397 26474581 7 · 19 · 67 · 2971 8334754065001
115921 13 · 37 · 241 75151441 17 · 19 · 29 · 71 · 113 8711630192161
115921 13 · 37 · 241 76595761 11 · 17 · 31 · 73 · 181 8879057210881
1857241 31 · 181 · 331 5031181 19 · 23 · 29 · 397 9344115631621
46657 13 · 37 · 97 214850881 7 · 109 · 193 · 1459 10024297554817
3581761 29 · 113 · 1093 3057601 43 · 211 · 337 10951596015361
41041 7 · 11 · 13 · 41 277241401 31 · 61 · 271 · 541 11378264338441
5148001 41 · 241 · 521 2433601 17 · 37 · 53 · 73 12528180381601
334153 19 · 43 · 409 37964809 109 · 379 · 919 12686054821777
1461241 37 · 73 · 541 8719921 7 · 23 · 41 · 1321 12741906081961
488881 37 · 73 · 181 27402481 31 · 43 · 61 · 337 13396552313761
115921 13 · 37 · 241 119327041 61 · 73 · 127 · 211 13832509919761
10585 5 · 29 · 73 1349671681 37 · 109 · 379 · 883 14286274743385
3146221 13 · 31 · 37 · 211 5031181 19 · 23 · 29 · 397 15829207317001
1857241 31 · 181 · 331 8719921 7 · 23 · 41 · 1321 16194994797961
1857241 31 · 181 · 331 8830801 7 · 19 · 67 · 991 16400925680041
3057601 43 · 211 · 337 6049681 11 · 31 · 113 · 157 18497510675281
3057601 43 · 211 · 337 6189121 61 · 241 · 421 18923862558721
115921 13 · 37 · 241 169570801 17 · 19 · 29 · 43 · 421 19656816822721
15841 7 · 31 · 73 1295577361 13 · 17 · 89 · 199 · 331 20523240975601
15841 7 · 31 · 73 1376844481 19 · 37 · 61 · 97 · 331 21810593423521
3057601 43 · 211 · 337 8341201 11 · 31 · 61 · 401 25504064518801
488881 37 · 73 · 181 56052361 211 · 421 · 631 27402934298041
115921 13 · 37 · 241 250200721 19 · 31 · 421 · 1009 29003517779041
15841 7 · 31 · 73 1932608161 11 · 17 · 19 · 37 · 61 · 241 30614445878401
3057601 43 · 211 · 337 10402561 13 · 29 · 41 · 673 31806880916161
399001 31 · 61 · 211 82929001 281 · 421 · 701 33088754328001
334153 19 · 43 · 409 105309289 37 · 73 · 127 · 307 35189414847217
838201 7 · 13 · 61 · 151 42490801 31 · 41 · 101 · 331 35615831889001
Este ape´ndice se calculo´ a partir de la lista A207041 de la OEIS que se corresponde con la
columna n1n2 de la tabla. Con ayuda de MAPLE se buscaron los correspondientes n1 y n2.
68
Ape´ndice F
Nu´meros de Carmichael divisibles por
otro nu´mero de Carmichael
Mu´ltiplos de otro nu´mero de Carmichael: Nu´meros de Carmichael
n ·m donde n es de Carmichael mu´ltiplos de 1729
1729 · 37 (7 · 13 · 19) · 37 1729 · (37)
1729 · 73 (7 · 13 · 19) · 73 1729 · (73)
2821 · 61 (7 · 13 · 31) · 61 1729 · (109)
1729 · 109 (7 · 13 · 19) · 109 1729 · (433)
2465 · 113 (5 · 17 · 29) · 113 1729 · (577)
1729 · 433 (7 · 13 · 19) · 433 1729 · (109 · 541)
1729 · 577 (7 · 13 · 19) · 577 1729 · (37 · 73 · 109)
8911 · 199 (7 · 19 · 67) · 199 1729 · (193 · 2113)
29341 · 181 (13 · 37 · 61) · 181 1729 · (577 · 1153)
6601 · 1321 (7 · 23 · 41) · 1321 1729 · (37 · 73 · 397)
8911 · 991 (7 · 19 · 67) · 991 1729 · (61 · 97 · 277)
41041 · 241 (7 · 11 · 13 · 41) · 241 1729 · (109 · 37693)
8911 · 1783 (7 · 19 · 67) · 1783 1729 · (37 · 109 · 1153)
75361 · 241 (11 · 13 · 17 · 31) · 241 1729 · (619 · 8563)
8911 · 2971 (7 · 19 · 67) · 2971 1729 · (31 · 271 · 709)
46657 · 577 (13 · 37 · 97) · 577 1729 · (3889 · 2161)
2821 · 11041 (7 · 13 · 31) · 61 · 181 1729 · (919 · 14851)
1105 · 32689 (5 · 13 · 17) · 97 · 337 1729 · (109 · 271 · 811)
10585 · 3529 (5 · 29 · 73) · 3529 1729 · (23 · 1063 · 1181)
2821 · 14701 (7 · 13 · 31) · 61 · 241 1729 · (41 · 461 · 1549)
41041 · 2281 (7 · 11 · 13 · 41) · 2281 1729 · (193 · 166849)
2465 · 38081 (5 · 17 · 29) · 113 · 337 1729 · (37 · 41 · 137 · 181)
1729 · 58969 (7 · 13 · 19) · 109 · 541
46657 · 2593 (13 · 37 · 97) · 2593 Esta lista esta´ contenida en la anterior
252601 · 601 (41 · 61 · 101) · 601
Fuente: OEIS, listas A214758 y A212920
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